
Ministarstvo prosvete, nauke i tehnoloxkog razvoja
Druxtvo matematiqara Srbije

DR�AVNO TAKMIQEǋE IZ MATEMATIKE

15.3.2014.

Prvi razred – A kategorija

Za brojeve a, b, c, x, y i z va�i {a, b, c} = {x, y, z} = {15, 3, 2014}. Da1.
li broj

ab
c

+ xyz

mora biti slo�en?
(Za m,n, k ∈ N je sa mnk

oznaqen broj m(nk).)

Neka su a, b i c stranice, S povrxina, R polupreqnik opisane2.
kru�nice i M taqka u unutraxǌosti trougla ABC. Oznaqimo
sa da, db i dc rastojaǌa taqke M od pravih koje sadr�e stranice
trougla ABC. Dokazati da va�i nejednakost

2S ·
(
1

a
+

1

b
+

1

c
− 1

R

)
> da + db + dc.

Na stolu se nalazi gomila sa n �etona. Dva igraqa, A i B,3.
naizmeniqno igraju, pri qemu igraq A igra prvi. U svakom
potezu igraq ili uzima jedan �eton sa neke od gomila ili deli
neku od gomila na nekoliko gomila (barem dve) sa me�usobno
jednakim brojem �etona (ako igraq uzme posledǌi �eton sa gomile
ona prestaje da postoji). Pobednik je igraq koji uzme posledǌi
�eton sa stola. Za koje vrednosti broja n igraq A ima pobe-
dniqku strategiju, a za koje vrednosti broja n igraq B ima pobe-
dniqku strategiju?

Odrediti sve polinome R(x) qiji su svi koeficijenti iz skupa4.
{−1, 1} i za koje va�i R(3) = 130 i R(−2) = −45.

Vreme za rad 240 minuta.
Rexeǌa zadataka detaǉno obrazlo�iti.



Ministarstvo prosvete, nauke i tehnoloxkog razvoja
Druxtvo matematiqara Srbije

DR�AVNO TAKMIQEǋE IZ MATEMATIKE

15.3.2014.

Drugi razred – A kategorija

Da li postoji konaqno ili beskonaqno mnogo prirodnih brojeva m za1.
koje postoje prirodni brojevi a1, a2, . . . , a2014 takvi da je

a1! + a2! + . . .+ a2014! = m! ?

Perica je zamislio tri realna broja a, b i c i u svesci skicirao grafik2.
funkcije f : R → R za koju je

f(x) = (ax2 + bx+ c)(cx2 + bx+ a).

ǋegov mla�i brat Mikica je iskoristio priliku kada Perica nije bio
kod ku�e i sa skice izbrisao y osu. Narednog dana Perica je primetio
da ǌegovoj skici nedostaje y osa. Pokuxao je da se priseti funkcije
qiji je grafik skicirao. Uspeo je da se seti da je funkcija oblika
f(x) = (ax2 + bx+ c)(cx2 + bx+ a), ali nije uspeo da se seti vrednosti
brojeva a, b i c. Da li je mogu�e da Perica konstruixe y osu, ako je
u svesci pronaxao skicu prilo�enu na slici? Pretpostavǉa se da je
Perica prvobitno taqno skicirao grafik funkcije.

Neka je M sredixte luka BC opisane kru�nice k trougla ABC koji3.
ne sadr�i taqku A. Spoǉa pripisana kru�nica trougla ABC naspram
temena A, sa centrom S, dodiruje stranicu BC u taqki D. Ako prava
MD seqe kru�nicu k u taqki P (P ̸= M) dokazati da je ^APS = 90◦.

U nizu je dato n > 3 sijalica. Ispod svake sijalice nalazi se prekidaq.4.
Pritiskom na prekidaq ispod sijalice sa rednim brojem i, 1 < i < n,
meǌa se staǌe sijalica sa rednim brojevima i−1, i i i+1; pritiskom na
prekidaq ispod prve sijalice meǌa se staǌe prve i druge sijalice, dok
se pritiskom na prekidaq ispod sijalice sa rednim brojem n meǌa staǌe
sijalica sa rednim brojevima n−1 i n. Odrediti sve prirodne brojeve
n za koje je bez obzira na poqetno staǌe sijalica mogu�e u konaqno mnogo
poteza dobiti staǌe u kojem su sve sijalice upaǉene.

Vreme za rad 240 minuta.
Rexeǌa zadataka detaǉno obrazlo�iti.
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DR�AVNO TAKMIQEǋE IZ MATEMATIKE

15.3.2014.

Tre�i razred – A kategorija

U trouglu ABC je AB = AC. Taqke D, E i F izabrane su na1.
stranicama BC, CA i AB, redom, tako da prave EF i BC nisu
paralelne i da va�i ^EDF = ^ABC. Dokazati da prava BC
dodiruje opisanu kru�nicu trougla DEF ako i samo ako je D
sredixte stranice BC.

Za neprazne podskupove A i B skupa {1, 2, . . . , n} pixemo A < B2.
ako je svaki element skupa A maǌi od svakog elementa skupa B.
Dokazati da je broj parova nepraznih podskupova (A,B) skupa
{1, 2, . . . , n} takvih da je A < B jednak (n− 2) · 2n−1 + 1.

Odrediti sve n ∈ Z takve da se iz skupa {n, n+1, . . . , n+2014} mo�e3.
izbaciti jedan broj, tako da se ostali brojevi mogu podeliti na
dva disjunktna skupa A i B, za koje je |A| = |B| i∑

k∈A

k2 =
∑
k∈B

k2.

Odrediti sve prirodne brojeve n takve da4.

3n − 2n | 6n + 3n + 1.

Vreme za rad 240 minuta.
Rexeǌa zadataka detaǉno obrazlo�iti.
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DR�AVNO TAKMIQEǋE IZ MATEMATIKE

15.3.2014.

Qetvrti razred – A kategorija

Za cele brojeve a, b i c brojevi a+ b+ c, a2 + b2 + c2 i a3 + b3 + c31.
deǉivi su sa 2013. Dokazati da

20133 | abc(a− b)(b− c)(c− a).

Dati su pozitivni brojevi a, b i c takvi da va�i ab+ bc+ ca = 3.2.
Dokazati nejednakost

1

4 + (a+ b)2
+

1

4 + (b+ c)2
+

1

4 + (c+ a)2
6 3

8
.

Prava ℓ sadr�i sredixte M stranice BC trougla ABC i seqe3.
prave AB i AC u taqkama D i E, redom. Neka je K sredixte
du�i DE. Dokazati da rastojaǌe od taqke D do prave AK nije
ve�e od BC/2.

Na papiru je nacrtan pravilan xestougao. Aca i Voja naizme-4.
niqno biraju po jednu taqku sa ruba tog mnogougla, pri qemu Aca
taqku uvek boji plavom, a Voja crvenom bojom (svaka taqka mo�e
biti odabrana najvixe jednom). Aca igra prvi. Igru dobija
igraq koji prvi ostvari da me�u taqkama koje je do tada obojio
postoje tri koje qine temena jednakostraniqnog ili temena jedna-
kokrako pravouglog trougla. Da li neki od igraqa ima pobe-
dniqku strategiju?

Vreme za rad 240 minuta.
Rexeǌa zadataka detaǉno obrazlo�iti.
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Druxtvo matematiqara Srbije

DR�AVNO TAKMIQEǋE IZ MATEMATIKE

15.3.2014.

Prvi razred – B kategorija

Neka je a, b, c, d ∈ R,1.

p(x) = ax2015 + bx2013 + cx11 + dx3 + 16x2 + 3

i p(8) = 2014. Odrediti mogu�e vrednosti p(−8).

Ako za realne brojeve a, b, c, x, y i z va�i ax+ by + cz = 0 i ako je2.
izraz

ax2 + by2 + cz2

bc(y − z)2 + ca(z − x)2 + ab(x− y)2

definisan, dokazati da ǌegova vrednost ne zavisi od x, y i z.

U skupu prirodnih brojeva rexiti jednaqinu3.

mm + (mn)n = 2014.

Neka su AD i BE visine oxtrouglog trougla ABC. Prava DE4.
seqe opisanu kru�nicu trougla ABC u taqkama M i N . Dokazati
da je CM = CN .

Posmatrajmo sve reqi du�ine 6 sastavǉene od slova azbuke u5.
kojima su sva slova razliqita i pore�ana u azbuqnom poretku
(npr. ABVGZX je takva req, a GKZHIC nije). Da li u svim
ovakvim reqima ima vixe pojava slova M ili slova S?

Vreme za rad 240 minuta.
Rexeǌa zadataka detaǉno obrazlo�iti.
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DR�AVNO TAKMIQEǋE IZ MATEMATIKE

15.3.2014.

Drugi razred – B kategorija

Da li postoji kompleksan broj z koji nije realan takav da su1.
brojevi

z15 − 1

z15
, z3 − 1

z3
i z2014 − 1

z2014

realni?

Neka je BD visina trougla ABC. Taqke M i N izabrane su u2.
ravni trougla ABC tako da va�i AN ⊥ AB, CM ⊥ BC, AN = DC
i CM = AD. Dokazati da je BM = BN .

Odrediti sve prirodne brojeve m, n i p takve da va�i3.

m ! + n ! = 5p.

(Za k ∈ N je k ! = k · (k − 1) · . . . · 2 · 1.)

Na papiru je nacrtana kru�nica. Aca i Voja naizmeniqno biraju4.
po jednu taqku sa kru�nice, pri qemu Aca taqku uvek boji plavom,
a Voja uvek crvenom bojom (svaka taqka mo�e biti odabrana naj-
vixe jednom). Aca poqiǌe igru. U igri pobe�uje igraq koji prvi
ostvari da me�u taqkama koje je do tada obojio postoje tri koje
qine temena jednakostraniqnog ili temena jednakokrako pravo-
uglog trougla. Da li neki od igraqa mo�e igrati tako da pobedi
bez obzira na to kako igra drugi igraq?

Odrediti broj razliqitih naqina da top stigne od levog doǌeg5.
do desnog gorǌeg poǉa table 3 × 7, ukoliko je dozvoǉeno da se
kre�e samo udesno i nagore.
(Top je figura koja se u jednom potezu pomera sa poǉa A na poǉe
koje se nalazi u istoj vrsti ili koloni kao poǉe A. Dva kretaǌa
topa su razliqita ukoliko se u drugoj kretǌi top zaustavǉa na
barem jedno poǉe na koje se nije zaustavio u prvoj kretǌi.)

Vreme za rad 240 minuta.
Rexeǌa zadataka detaǉno obrazlo�iti.
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DR�AVNO TAKMIQEǋE IZ MATEMATIKE

15.3.2014.

Tre�i razred – B kategorija

Neka je n prirodan broj. Odrediti najmaǌi prirodan broj a za1.
koji sistem jednaqina

x1 + x2 + . . . + xn = a
x1

2014 + x2
2014 + . . . + xn

2014 = a

nema celobrojnih rexeǌa.

U kompleksnoj ravni dat je jednakostraniqan trougao. Ako je-2.
dnom temenu ovog trougla odgovara kompleksan broj

√
3 + 5i, a

centru trougla kompleksan broj 2i, odrediti kompleksne brojeve
koji odgovaraju preostalim temenima trougla.

Na�i sve prirodne brojeve n za koje postoji prirodan broj x tako3.
da

2014 | (3x+ 16)n − 2015.

U ravni su date prave p, q i r i taqke P1, P2, P3 ∈ p, Q1, Q2, Q3 ∈ q4.
i R1, R2, R3 ∈ r takve da je P2 izme�u P1 i P3, Q2 izme�u Q1 i Q3,
R2 izme�u R1 i R3, pri qemu va�i

P1P2 : P2P3 = Q1Q2 : Q2Q3 = R1R2 : R2R3.

Dokazati da su te�ixta trouglova P1Q1R1, P2Q2R2 i P3Q3R3

kolinearna.

U niz je pore�ano 2014 sijalica. Ispod svake sijalice nalazi se5.
prekidaq. Pritiskom na prekidaq ispod sijalice sa rednim bro-
jem i, za 1 < i < 2014, meǌa se staǌe sijalica sa rednim brojevima
i−1, i i i+1; pritiskom na prekidaq ispod prve sijalice meǌa se
staǌe prve i druge sijalice, dok se pritiskom na prekidaq ispod
sijalice sa rednim brojem 2014 meǌa staǌe sijalica sa rednim
brojevima 2013 i 2014.
a) Ako su na poqetku sve sijalice ugaxene da li se nizom poteza
mo�e dobiti da sve sijalice budu upaǉene?
b) Ako je na poqetku jedna sijalica upaǉena, a preostalih 2013
ugaxeno, da li se bez obzira koja je sijalica upaǉena mo�e do�i
do staǌa u kojem su sve sijalice upaǉene?

Vreme za rad 240 minuta.
Rexeǌa zadataka detaǉno obrazlo�iti.
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DR�AVNO TAKMIQEǋE IZ MATEMATIKE

15.3.2014.

Qetvrti razred – B kategorija

Dokazati da je broj1.

5n(5n + 1)− 6n(3n + 2n)

deǉiv sa 13 za svaki prirodan broj n.

Ravan π preseca boqne ivice pravilne qetvorostrane piramide u2.
taqkama A, B, C i D koje se nalaze na udaǉenostima a, b, c i d,
redom, od vrha piramide. Dokazati da va�i jednakost

1

a
+

1

c
=

1

b
+

1

d
.

Dokazati da je za svaki prirodan broj n ve�i od 1 broj3.

n · 2n−1 + (n− 1) · 2n−2 + . . .+ 3 · 22 + 2 · 21

deǉiv sa 2n.

Dat je jednakostraniqni trougao. Koliko ima elipsi koje se mogu4.
opisati oko datog trougla?

Tri matematiqara imaju xexire na kojima su napisani neki pri-5.
rodni brojevi. ǋima je poznato da je jedan od brojeva jednak
zbiru druga dva broja, i pri tome svaki matematiqar vidi bro-
jeve ispisane na xexirima druge dvojice, ali ne i na svom. Prvi
ka�e: ,,Ja ne znam koji je broj na mom xexiru”, na xta drugi
izjavǉuje: ,,Ni ja ne znam koji je broj na mom”. Zatim prvi
konstatuje: ,,Ja sada znam koji je broj na mom xexiru”, a drugi
zakǉuquje: ,,Onda na mom xexiru mora biti broj 2014”. Koji su
brojevi napisani na xexirima?

Vreme za rad 240 minuta.
Rexeǌa zadataka detaǉno obrazlo�iti.


