NP RKABHO TAKMUUYEILE 3 MATEMATUKE
YUEHWKA CPEAILUX HIKOJIA, 17.03.2012.

IIpBu pa3spen, A kareropuja

Heka je D € BC nonnosxje Bucune u3 temena A omrpoyriaor tpoyriaa ABC.
Ha ny:xu AD youena je tauka P takBa na je <PBA = <PCA. Iorka3aru na
je tpoyrao ABC jemnakokpak uiu je tauka P opronenrap tpoyriaa ABC.

[ToznaTto je ma 3a Heke mpupomHe OpPOjeBe T U Y BaKU

23" - 111Y = aab3dc6902b2¢c74d4560D,

rae cy a # 0,0, ¢, d veke (#e obase3no pasnuuure) mudpe. Hahu a+b+c+d.

Heka je P(x) momuuOM ca 1e06pOjHUM KOe(pUIMjeHTUMA, TaKaB 1a 38 CBAKU
npupoaan 6poj n 6poj P(P(n)) npu mememy ca n maje ocrarak n— 1. loka-
3aTu ma noawHoM P(r) Hema 1eso0pojHy HYIIy.

['nmaBHu rpan HEKe ApskaBe crojeH je ca npeocrtaaux 2012 rpamoBa aBUOINU-
mujama. CBaku om mpeocTajux I'pPagoBa CIOjEeH je aBUOJUHUjOM Oap ca
jomr jemuuM rpamgom ocuM riaaBHOr. /lokasartu ma je moryhe yrkmaytm 1006
aBUOJMHUja W3 TJIABHOT T'Pajia TaKO Ma je W maJbe Moryhe ctmhu m3 cBakor
rpaja M0 CBAKOT APYTOT KOpUIINEHmeM HEKUX aBUOJMHU]A.

(CBe aBuonmHUje Cy OBOCMEDHE.)

Bpewme 3a pan 240 munyTa.
Csaku 3amaTak Bpeau 25 mOeHA.



NP RKABHO TAKMUUYEILE 3 MATEMATUKE
YUEHWKA CPEAILUX HIKOJIA, 17.03.2012.

Ilpyru pa3pen, A Kareropuja

Ha Tabnu je 3anmucana jemHaduHa

\/*332—1—*33—1—*:*33—1—*.

IBa urpaua, Mupko u CiaaBKO, HAM3MEHUYHO YMECTO jeqHEe O MPEOCTANX
3Be3auIla ynucyjy meo 6poj. Mupko urpa npsu. OH mobuja Urpy yKOJIUKO
nobujeHa jeHaUMHA UMa Oap jeaHO pelleme y CKYIy paluoHaJJHuX Opojesa,
IOK y cynporHoM urpy nobuja CraaBro. Koju om urpaua mma mobemHUYKY
crparerujy’

Heka cy D, E, F nonuo:ja Bucuna u3 remera A, B, C, peaoM, OomTpoyrior
rpoyraa ABC koju uuje jemnakokpak. lIpaBa EF ceue npaBy BC y Tauku
P, nox mpaBa kpo3 D mapaJtesnna ca F'F ceue crpanune AB u AC y Ttaukama
QQ u R, penom. Ilokazatu na jenHa mpecedvyHa Tadyka OMUCAHUX KPYKHUIA
tpoyrioBa DEF u PQR nexu wa crpanunu BC.

Hahu cBa pemema (p,q,a,m) jennauuse

p2 +4aq2 — m2’

TaKBa Qa Cy p U q mpoctu OpojeBu u a,m € N.

[Iepuna je ma manupy HaIPTAO N > 2 Tavaka Koje NPUIANAjy UCTO] KPYKHUI-
o u oy: m3Mmeby cBake nBe tauke. [IpuTom, cBaky o THMX OY:KM O3HAYUO
je mnu ca + unu ca —. [lokazaTu na, 06e3 003upa Ha HAYUH HA KOJU Cy HYyKU
o3Hauvene, Mapuna moske nm3bpucatu cBe Oy:KU O3HAUYEHE jeTHUM 3HAKOM U
HEKe TY:KU O3HAUYeHe NPYTMM 3HAKOM, TAaKO na Baske ciieneha nBa ycimosa:

1) memsbpucane ny:ku HeMajy 3ajeIHUUKUAX Tadaka y yHYTPaIIHOCTU
KPYKHUIE U

2) cBake nIBe Tauyke IMOBE3aHE Cy M3JIOMJHEHOM JIMHUjOM CACTABILEHOM O
jenHe Wy BUIIE HEU3OPUCAHUX ITYKU.

Bpewme 3a pan 240 munyTa.
Csaku 3amaTak Bpeau 25 mOeHA.



NP RKABHO TAKMUUYEILE 3 MATEMATUKE
YUEHWKA CPEAILUX HIKOJIA, 17.03.2012.

Tpehu pa3pen, A kareropuja

Ioka3zatu na je 6poj tg (1732012) MPaMOHAJIAH.

Hera cy a n b mpuponam 6pojeBu. lokazatu na moctoju G€CKOHAYHO MHOTO
IpUPOMHUX OpojeBa n TAKBUX Ma je€ 3a CBAKU IMPOCT Opoj p 6poj a-p" + b
CJIOKEH.

Herka cy M u N rmauke ma crpamunu BC tpoyria ABC takBe ma BaKu
pacnopen B— M — N u na je BM = CN. Taurke P u () uzabpane cy Ha
mysxuMa AN u AM, penom, tako na je <PMC = <MABu<QNB = <NAC.
Iokazatu na je

1@BC = <PCB.

3a KOHAYAH HEmpa3aH CKyI S NPpUPOAHUX OpojeBa mAedUHUIIEMO
r(S) = max(S) — min(S)

(pasnuka majseher u majmamer ememenrta ckyma S). Axo je A ckym ox 30
pPa3IUuUTUX TPUPOTHUX OpOjeBa, KOJIUKO HAJBUIIE PA3JIUUYUTUX BPEIHOCTHU
moxke mmatu r(S) 3a cBe moryhe merounane moxckymnose S ckyma A (Tj.
KOJIMKO HajBUIIE ejeMeHaTa Moxke nMaru ckym {r(S)|S C AA|S| =5})7

Bpewme 3a pan 240 munyTa.
Csaku 3amaTak Bpeau 25 MOeHA.



NP RKABHO TAKMUUYEILE 3 MATEMATUKE
YUEHWKA CPEAILUX HIKOJIA, 17.03.2012.

YerspTu pa3pen, A kareropuja

IlorazaTtu ma ce mpocT OpPOj p MO:KEe IPUKA3ATU Y OOJIUKY

n4—m4

P= n3 +m3’

3a HEeke n, m € N, ako U caMO ako je p jemHak 30Upy KBaapaTa HeEKa OBA
y3aCTOIHa TpUPOIHa Opoja.

Axocy l=xz9g>x1 > 22> ... >, =0 peanauu 6pojeBu, onpeautu HajBehy
MOTyhy BpemHOCT CcyMe

n—1
Z ZiTit1 (T — Tit1).
1=0

Heka je n € N. Ha cBakoj on 2n kapara 3amnucaH je jeman on OpojeBa 1
no 2n (cBaku 6pOj HA TAYHO jenHO] KapTw). Kapre cy mocraBibeHe HA CTO
y jemHOM pemy, ajiid Yy HEMO3HATOM PENOCIIeNy U OKPEHyTe JUIEM HaIoJe.
Mumnom u Ana urpajy caemehy urpy mpoTHUB HBUXOBOT Apyrapa bosera.
[TpBo Munom u bBose npuby crony u okpeny cse kapre. llomrTo moraena
pacmopen kapata Mumom Moke 3aMEHUTU MEeCTa TaYHO JBE KapTe HA CTOJY
(M1 UX OCTABUTU Y JATOM PeIOCiielny). 3aTUM Ce CBe KapTe IIOHOBO OKPEHY
JUIeM HamoJie, a crouy npuiasu Amna. bose kasxke 6uio xkoju 6poj om 1 mo
2n, a Ana oxkpehe Kapre Kako Ou IpoOHAIIAO KAPTy ca TuM OpojeM. Muronr
u Ana mobebyjy ako Ama mabe TpakeHny KapTy y HajBUINE N MOKyIIaja, a
nHaude nobebhyje bome. Ko uma mobenuuury crparerujy?

(Musom 1 Aua ce Mory moroBaparu CaMo Ipe MOYeTKA Urpe.)

IlokazaTu ma MOBPIIMHA Y€TBOPOYTJIA Ca CTpaHUnaMma a, b, ¢, d, Tum pemom,
Huje Beha of

((a+c)* +bd).

A

Bpewme 3a pan 240 munyTa.
Csaku 3amaTak Bpeau 25 mOeHA.



NP KABHO TAKMUWYEIHLE U3 MATEMATURE
YUEHVKA CPEIILVX IIIKOJIA, 17.03.2012.

IIpBu pa3pen, b kareropuja

Heka je M npousBosbHa Tauka y paBuu garor tpoyriaa ABC. IlokazaTtu na
BekTOp 2- MA — 3 - M§ + M(2 He 3aBucu on u3dbopa taure M.

Yerupu yuenura: Ana, bopa, Baca u 'opan TakMuuuiau cy ce y Tpyamy.
[Tocse Tpre (Ha KOjO] HUje OuIo meobe MecTa), Ha MUTAHE KOje je KO MEeCTO
3ay3e0, OATOBOpUIU cy cienehe:

e Ama: ,,Ja Hucam O6MO HM NPBU HU HOCJIENHmU.”

e bopa: ,,Ja mucam 6uo nociaenwmu.”

e Baca: ,,Ja cam 6umo npsu.”

e ['opan: ,,Ja cam 6mo mociaenmu.”
a) Ila su moryhe ma cy cBu OAroBOpU UCTUHUTHU!
6) ITo3naTo je ma cy 3 om oBUX OAroBOpa OWJIM MCTUHUTU, & | HEUCTUHUT.
Ko je roBopuo meuctuny? 3a KOra o BUX Ca CUTYPHOIINY MOKETe TBPIAUTUA
KaKaB My je OMO mopenak Ha ULy !

Jlokazatu na 3a peajiHe OpoOjeBe T # Yy # 2 # & BaKWU
(x =)’ +(y—2)°+(z—2)° #0.

Kpy:xuune k1 m ko cexky ce y taukama P um (). IlpaBa [ xoja ceue my:k
PQ ceue mare kpy:xuune y taukama A, B, C, D, npu yeMy BasKu pacropen
A— B —C—D. Ilokasatu na je

JAPB = <C@D.

[Iect myapamna je roBopusio o 6pojy n € N 3anmucanoMm y IeKagHOM 3aIuUcCy.

[IpBu: ,,Bpoj n ymamen 3a 1 je mpocT Opoj akko n uMa dap jemaH MPOCT
neauiaan u3 1. gecerune.”

Hpyru: ,,bpoj n je memuB ca 2 aKKO N HUje TAJIUHIPOM KOjU mMMa OpOj
nudapa nemuB ca 2.

Tpehu: ,,bpoj n Huje memuB ca 3 aKKO UMa Maime O 3 HelapHa Aejauona.”

YerspTu: ,,bpoj n je nemuB ca 4 akko mma Tavno 4 nugpe.”

I[Tetu: ,Bpoj n Huje memuB ca 5 akko je 36up mudapa O6poja n jemHax H.”

HlIectu: ,,bpoj n mHUje y3ajamuo mpocT ca 6 akko uMa Tavyno 6 menmiaana.”

Onpenure cBe moryhe npupoane 6pojeBe n, ako ce 3Ha Ia je u3jaBa CBAKOD

My Opalia TavHa.

(Bpoj n je mamuHApOM YKOJUMKO je jemHak Opojy Koju ce mobuja umTarmem

6poja n ca seBa Ha mecuo. Huop. 6poj 1245421 je mamuuapom. )

Bpewme 3a pan 240 munyTa.
Csaku 3amarak Bpeau 20 moeHa.



NP RKABHO TAKMUUYEILE 3 MATEMATUKE
YUEHWKA CPEAILUX HIKOJIA, 17.03.2012.

Ilpyru pa3pen, b kareropuja

Heka cy a, b, ¢ € R, a # 0, takBu na jemmaumna azx® + bx? + ¢ = 0 HeMma
pelema y CKyIly peajHuX 6pojesa. Ia mnu jemmaumna ax® 4 bz 4+ ¢ = 0
MOKe MMaTu Oap jeqHO peatiHO pereme”?

Onpenutu cBe peasiHe OpojeBe & 3a KOje BaKu

log, .1z > log,2,4 2> log,s.,4 2> > log,n 12" > ...

Hera cy z > y npuponau OpojeBu 3a roje 2012 nesnm 6poj

x!

Koauko majmame Moske outu © +y 7
(3a n € N ca n! o3nayen je npousBo NpBUX N TPUPOIHUX Gpojesa.)

Heka je E Taura ma crpanuru AC tpoyraa ABC, a | mpaBa pazauuura O
AB u BC koja canp:xu teme B. IlpaBa koja canp:ku F u mapaJenna je ca
B(C ceue mpaBy [ y Tauku N, a mpaBa Koja canap:ku FE u mapaJiesaHa je ca
AB ceue npasy | y tauku M. okazatu na je AN || CM.

Hara je tabmuna 2010 x 2012, rme cBako mosbe cagp:kKW MO jeIHY CUjaJIAIY.
Ha mouetky je 6poj ynamenux cujanauna y Tabaunu sehu ox 2009-2011. Ako
ce y HEKOM IeJly TabJaulle AuMeH3uja 2 X 2 Hajia3e TPU yralleHe CUjaJInIe
Tama ce M 4eTBPTa CHUjaJuIla TOT Oeja ayTOMaTCKU Tach, & y CYIPOTHOM
ce crame Cujauia He Mema (yralleHe CUjaJiuie OCTajy yralleHe, a yIa-
JbeHe ocTajy ynasbese). JlokazaTu ma ce HE MOTY yraCUTU CBE CUjAJUIE Yy
TadaInINA.

Bpewme 3a pan 240 munyTa.
Csaku 3amarak Bpeau 20 moeHa.



NP RKABHO TAKMUUYEILE 3 MATEMATUKE
YUEHWKA CPEAILUX HIKOJIA, 17.03.2012.

Tpehu pa3zpen, b kareropuja

Tauke KOMIIJIEKCHE PaBHU KOje OAroBapajy KOMILIEKCHUM OpOjeBU
2a+ b, 2b+ ¢, 2c+ a

YyyHEe TEeMEHa jeTHAKOCTPAHUYHOT Tpoyria. /[la Ju Tayke KOMIIJIEKCHE PaBHU
KOje OIroBapajy KOMILIEKCHUM OpojeBu a, b, ¢ Mopajy OuTuU TeMmMeHa jemHa-
KOCTPAHUYHOT Tpoyria?

Heka je x peanan 6poj Behu on 1. Illta je Behe 4* + 1 unu 2% + 3% 7

Heka je f(x) = 2* — 522 + 67, 3a z € N. Oapemutu cBe mpocte 6pojese p 3a
Koje je 36up mmdapa 6poja f(p) majmamu moryhu.

Y tpoyray ABC marta je tauka O Tako na BasKu
OA-BC=0B-CA=0C-AB.

IlokazaTu na Ccy mOAHO:Kja HOpMaJia KOHCTpyucaHux m3 tadke () Ha cTpa-
HUIE TPOYTIJIa TEeMEHa jeTHAKOCTPAHUYHOT TPOYTJIA.

a) Wspauywarm 30up cBux Ttpounudpenux OpojeBa umje cy cBe mudpe
HelapHe.

6) Ompenutu mociaenwy udpy 30Mpa CBUX TPOIMPPEHUX OpojeBa KOju y
IeKaTHOM 3aluCy He caap:ke muppy 3.

Bpewme 3a pan 240 munyTa.
Csaku 3amarak Bpeau 20 moeHa.



NP RKABHO TAKMUUYEILE 3 MATEMATUKE
YUEHWKA CPEAILUX HIKOJIA, 17.03.2012.

UerBpTu pa3spen, b kareropmuja

Heka je P(x) monuuoM ca peasHuM roepunujentuma. Hahu 36up kBagpara
HEIOBUX HYJIA YKOJMKO je IO3HATO Ha BAMKU

P(x)3 = 2% + agx® + a7x” + agz® + asz® + agzt + asx® + asx® + 152 + 1

3a HEKe ag,as,a4,as,ds, a7,a8 € R, u na je 30up KoepunmjeHaTa MOJIMHOMA
P(r)3 jemnax 216.

Y CcKymy TpUPOIHUX OPOjeBa PEIIUTU jeTHAUUNHY

n 1 1
arctg 1 +n - arctg - = arctg o

Ompemutu (ak0 MOCTOjU) HajMamU MPUPOJAH OpOj n uumje cy cBe muppe
pasiuuuTte 1 AebuB je ca 2012.

IlaT je <wxAy u Tauka B, B # A, wa cumerpaJju oBor yria. Kpyxkauna k
koja camp:xu tauke A u B ceue kpak Ax y tauku C, C' # A, a kpar Ay y
rauku D, D # A. Hokazatu na AC + AD wue 3aBucu on uzbopa Kpy:KHUIE k.

Ha xosmuko maumna moskemo 3 Mranujana, 4 $panmysa u 4 Hemna ma cme-
CTUMO y HU3 ako c¢Bu VTanaujaHu Mopajy ma CcToje jemaH M0 APYror, a HUKOja
mBa Hemma He cmejy ma croje jeman mo apyror?

Bpewme 3a pan 240 munyTa.
Csaku 3amarak Bpeau 20 moeHa.



