
DRЖAVNO TAKMIQEƫE IZ MATEMATIKE

UQENIKA SREDƫIH XKOLA, 17.03.2012.

Prvi razred , A kategorija

Neka je D ∈ BC podnoжje visine iz temena A oxtrouglog trougla ABC.1.

Na duжi AD uoqena je taqka P takva da je ∢PBA = ∢PCA. Dokazati da
je trougao ABC jednakokrak ili je taqka P ortocentar trougla ABC.

Poznato je da za neke prirodne brojeve x i y vaжi2.

23x · 111y = aab3dc6902b2c74d456b,

gde su a 6= 0, b, c, d neke (ne obavezno razliqite) cifre. Na�i a+b+c+d.

Neka je P (x) polinom sa celobrojnim koeficijentima, takav da za svaki3.

prirodan broj n broj P (P (n)) pri deƩeƬu sa n daje ostatak n−1. Doka-
zati da polinom P (x) nema celobrojnu nulu.

Glavni grad neke drжave spojen je sa preostalih 2012 gradova avioli-4.

nijama. Svaki od preostalih gradova spojen je aviolinijom bar sa
jox jednim gradom osim glavnog. Dokazati da je mogu�e ukinuti 1006
aviolinija iz glavnog grada tako da je i daƩe mogu�e sti�i iz svakog
grada do svakog drugog korix�eƬem nekih aviolinija.
(Sve aviolinije su dvosmerne.)

Vreme za rad 240 minuta.
Svaki zadatak vredi 25 poena.



DRЖAVNO TAKMIQEƫE IZ MATEMATIKE

UQENIKA SREDƫIH XKOLA, 17.03.2012.

Drugi razred , A kategorija

Na tabli je zapisana jednaqina1.

√

∗x2 + ∗x+ ∗ = ∗x+ ∗.

Dva igraqa, Mirko i Slavko, naizmeniqno umesto jedne od preostalih
zvezdica upisuju ceo broj. Mirko igra prvi. On dobija igru ukoliko
dobijena jednaqina ima bar jedno rexeƬe u skupu racionalnih brojeva,
dok u suprotnom igru dobija Slavko. Koji od igraqa ima pobedniqku
strategiju?

Neka su D,E,F podnoжja visina iz temena A,B,C, redom, oxtrouglog2.

trougla ABC koji nije jednakokrak. Prava EF seqe pravu BC u taqki
P , dok prava kroz D paralelna sa EF seqe stranice AB i AC u taqkama
Q i R, redom. Dokazati da jedna preseqna taqka opisanih kruжnica
trouglova DEF i PQR leжi na stranici BC.

Na�i sva rexeƬa (p, q, a,m) jednaqine3.

p2 + 4aq2 = m2,

takva da su p i q prosti brojevi i a,m ∈ N.

Perica je na papiru nacrtao n>2 taqaka koje pripadaju istoj kruжni-4.

ci i duж izme�u svake dve taqke. Pritom, svaku od tih duжi oznaqio
je ili sa + ili sa −. Dokazati da, bez obzira na naqin na koji su duжi
oznaqene, Marica moжe izbrisati sve duжi oznaqene jednim znakom i
neke duжi oznaqene drugim znakom, tako da vaжe slede�a dva uslova:

1) neizbrisane duжi nemaju zajedniqkih taqaka u unutraxƬosti
kruжnice i

2) svake dve taqke povezane su izlomƩenom linijom sastavƩenom od
jedne ili vixe neizbrisanih duжi.

Vreme za rad 240 minuta.
Svaki zadatak vredi 25 poena.



DRЖAVNO TAKMIQEƫE IZ MATEMATIKE

UQENIKA SREDƫIH XKOLA, 17.03.2012.

Tre�i razred , A kategorija

Dokazati da je broj tg
(

173
2012

)

◦

iracionalan.1.

Neka su a i b prirodni brojevi. Dokazati da postoji beskonaqno mnogo2.

prirodnih brojeva n takvih da je za svaki prost broj p broj a · pn + b

sloжen.

Neka su M i N taqke na stranici BC trougla ABC takve da vaжi3.
raspored B − M − N i da je BM = CN . Taqke P i Q izabrane su na
duжima AN i AM , redom, tako da je ∢PMC = ∢MAB i ∢QNB = ∢NAC.
Dokazati da je

∢QBC = ∢PCB.

Za konaqan neprazan skup S prirodnih brojeva definixemo4.

r(S) = max(S)−min(S)

(razlika najve�eg i najmaƬeg elementa skupa S). Ako je A skup od 30
razliqitih prirodnih brojeva, koliko najvixe razliqitih vrednosti
moжe imati r(S) za sve mogu�e petoqlane podskupove S skupa A (tj.
koliko najvixe elemenata moжe imati skup {r(S) |S ⊆ A ∧ |S| = 5})?

Vreme za rad 240 minuta.
Svaki zadatak vredi 25 poena.



DRЖAVNO TAKMIQEƫE IZ MATEMATIKE

UQENIKA SREDƫIH XKOLA, 17.03.2012.

Qetvrti razred , A kategorija

Dokazati da se prost broj p moжe prikazati u obliku1.

p =
n4 −m4

n3 +m3
,

za neke n, m ∈ N, ako i samo ako je p jednak zbiru kvadrata neka dva
uzastopna prirodna broja.

Ako su 1 = x0 > x1 > x2 > . . . > xn = 0 realni brojevi, odrediti najve�u2.

mogu�u vrednost sume

n−1
∑

i=0

xixi+1(xi − xi+1).

Neka je n ∈ N. Na svakoj od 2n karata zapisan je jedan od brojeva 13.
do 2n (svaki broj na taqno jednoj karti). Karte su postavƩene na sto
u jednom redu, ali u nepoznatom redosledu i okrenute licem nadole.
Milox i Aca igraju slede�u igru protiv Ƭihovog drugara �oleta.
Prvo Milox i �ole pri�u stolu i okrenu sve karte. Poxto pogleda
raspored karata Milox moжe zameniti mesta taqno dve karte na stolu
(ili ih ostaviti u datom redosledu). Zatim se sve karte ponovo okrenu
licem nadole, a stolu prilazi Aca. �ole kaжe bilo koji broj od 1 do
2n, a Aca okre�e karte kako bi pronaxao kartu sa tim brojem. Milox
i Aca pobe�uju ako Aca na�e traжenu kartu u najvixe n pokuxaja, a
inaqe pobe�uje �ole. Ko ima pobedniqku strategiju?
(Milox i Aca se mogu dogovarati samo pre poqetka igre.)

Dokazati da povrxina qetvorougla sa stranicama a, b, c, d, tim redom,4.

nije ve�a od
1

4
·
(

(a+ c)2 + bd
)

.

Vreme za rad 240 minuta.
Svaki zadatak vredi 25 poena.



DRЖAVNO TAKMIQEƫE IZ MATEMATIKE

UQENIKA SREDƫIH XKOLA, 17.03.2012.

Prvi razred , B kategorija

Neka je M proizvoƩna taqka u ravni datog trougla ABC. Dokazati da1.

vektor 2 ·
−−→
MA− 3 ·

−−→
MB +

−−→
MC ne zavisi od izbora taqke M .

Qetiri uqenika: Aca, Bora, Vasa i Goran takmiqili su se u trqaƬu.2.

Posle trke (na kojoj nije bilo deobe mesta), na pitaƬe koje je ko mesto
zauzeo, odgovorili su slede�e:

• Aca: ,,Ja nisam bio ni prvi ni posledƬi.”
• Bora: ,,Ja nisam bio posledƬi.”
• Vasa: ,,Ja sam bio prvi.”
• Goran: ,,Ja sam bio posledƬi.”

a) Da li mogu�e da su svi odgovori istiniti?
b) Poznato je da su 3 od ovih odgovora bili istiniti, a 1 neistinit.
Ko je govorio neistinu? Za koga od Ƭih sa sigurnox�u moжete tvrditi
kakav mu je bio poredak na ciƩu?

Dokazati da za realne brojeve x 6= y 6= z 6= x vaжi3.

(x− y)3 + (y − z)3 + (z − x)3 6= 0.

Kruжnice k1 i k2 seku se u taqkama P i Q. Prava l koja seqe duж4.

PQ seqe date kruжnice u taqkama A,B,C,D, pri qemu vaжi raspored
A−B − C −D. Dokazati da je

∢APB = ∢CQD.

Xest mudraca je govorilo o broju n ∈ N zapisanom u dekadnom zapisu.5.

Prvi: ,,Broj n umaƬen za 1 je prost broj akko n ima bar jedan prost
delilac iz 1. desetice.”

Drugi: ,,Broj n je deƩiv sa 2 akko n nije palindrom koji ima broj
cifara deƩiv sa 2.”

Tre�i: ,,Broj n nije deƩiv sa 3 akko ima maƬe od 3 neparna delioca.”
Qetvrti: ,,Broj n je deƩiv sa 4 akko ima taqno 4 cifre.”
Peti: ,,Broj n nije deƩiv sa 5 akko je zbir cifara broja n jednak 5.”
Xesti: ,,Broj n nije uzajamno prost sa 6 akko ima taqno 6 delilaca.”
Odredite sve mogu�e prirodne brojeve n, ako se zna da je izjava svakog
mudraca taqna.
(Broj n je palindrom ukoliko je jednak broju koji se dobija qitaƬem
broja n sa leva na desno. Npr. broj 1245421 je palindrom.)

Vreme za rad 240 minuta.
Svaki zadatak vredi 20 poena.



DRЖAVNO TAKMIQEƫE IZ MATEMATIKE

UQENIKA SREDƫIH XKOLA, 17.03.2012.

Drugi razred , B kategorija

Neka su a, b, c ∈ R, a 6= 0, takvi da jednaqina ax4 + bx2 + c = 0 nema1.
rexeƬa u skupu realnih brojeva. Da li jednaqina ax6 + bx3 + c = 0
moжe imati bar jedno realno rexeƬe?

Odrediti sve realne brojeve x za koje vaжi2.

logx+1 x> logx2+1 x
2
> logx3+1 x

3
> . . .> logxn+1 x

n
> . . .

Neka su x > y prirodni brojevi za koje 2012 deli broj3.

x!

y! · (x− y)!
.

Koliko najmaƬe moжe biti x+ y ?
(Za n ∈ N sa n! oznaqen je proizvod prvih n prirodnih brojeva.)

Neka je E taqka na stranici AC trougla ABC, a l prava razliqita od4.

AB i BC koja sadrжi teme B. Prava koja sadrжi E i paralelna je sa
BC seqe pravu l u taqki N , a prava koja sadrжi E i paralelna je sa
AB seqe pravu l u taqki M . Dokazati da je AN ‖ CM .

Data je tablica 2010× 2012, gde svako poƩe sadrжi po jednu sijalicu.5.

Na poqetku je broj upaƩenih sijalica u tablici ve�i od 2009·2011. Ako
se u nekom delu tablice dimenzija 2 × 2 nalaze tri ugaxene sijalice
tada se i qetvrta sijalica tog dela automatski gasi, a u suprotnom
se staƬe sijalica ne meƬa (ugaxene sijalice ostaju ugaxene, a upa-
Ʃene ostaju upaƩene). Dokazati da se ne mogu ugasiti sve sijalice u
tablici.

Vreme za rad 240 minuta.
Svaki zadatak vredi 20 poena.



DRЖAVNO TAKMIQEƫE IZ MATEMATIKE

UQENIKA SREDƫIH XKOLA, 17.03.2012.

Tre�i razred , B kategorija

Taqke kompleksne ravni koje odgovaraju kompleksnim brojevi1.

2a+ b, 2b+ c, 2c+ a

qine temena jednakostraniqnog trougla. Da li taqke kompleksne ravni
koje odgovaraju kompleksnim brojevi a, b, c moraju biti temena jedna-
kostraniqnog trougla?

Neka je x realan broj ve�i od 1. Xta je ve�e 4x + 1 ili 2x + 3x ?2.

Neka je f(x) = x4 − 5x2 + 67, za x ∈ N. Odrediti sve proste brojeve p za3.
koje je zbir cifara broja f(p) najmaƬi mogu�i.

U trouglu ABC data je taqka O tako da vaжi4.

OA ·BC = OB · CA = OC · AB.

Dokazati da su podnoжja normala konstruisanih iz taqke O na stra-
nice trougla temena jednakostraniqnog trougla.

a) Izraqunati zbir svih trocifrenih brojeva qije su sve cifre5.

neparne.
b) Odrediti posledƬu cifru zbira svih trocifrenih brojeva koji u
dekadnom zapisu ne sadrжe cifru 3.

Vreme za rad 240 minuta.
Svaki zadatak vredi 20 poena.



DRЖAVNO TAKMIQEƫE IZ MATEMATIKE

UQENIKA SREDƫIH XKOLA, 17.03.2012.

Qetvrti razred , B kategorija

Neka je P (x) polinom sa realnim koeficijentima. Na�i zbir kvadrata1.

Ƭegovih nula ukoliko je poznato da vaжi

P (x)3 = x9 + a8x
8 + a7x

7 + a6x
6 + a5x

5 + a4x
4 + a3x

3 + a2x
2 + 15x+ 1

za neke a2, a3, a4, a5, a6, a7, a8 ∈ R, i da je zbir koeficijenata polinoma
P (x)3 jednak 216.

U skupu prirodnih brojeva rexiti jednaqinu2.

arctg
n

11
+ n · arctg

1

7
= arctg

1

n
.

Odrediti (ako postoji) najmaƬi prirodan broj n qije su sve cifre3.
razliqite i deƩiv je sa 2012.

Dat je ∢xAy i taqka B,B 6= A, na simetrali ovog ugla. Kruжnica k4.

koja sadrжi taqke A i B seqe krak Ax u taqki C, C 6= A, a krak Ay u
taqki D, D 6= A. Dokazati da AC+AD ne zavisi od izbora kruжnice k.

Na koliko naqina moжemo 3 Italijana, 4 Francuza i 4 Nemca da sme-5.

stimo u niz ako svi Italijani moraju da stoje jedan do drugog, a nikoja
dva Nemca ne smeju da stoje jedan do drugog?

Vreme za rad 240 minuta.
Svaki zadatak vredi 20 poena.


