
Ministarstvo prosvete, nauke i tehnoloxkog razvoja
Druxtvo matematiqara Srbije

OKRU�NO TAKMIQEǋE IZ MATEMATIKE
UQENIKA SREDǋIH XKOLA

19. februar 2017.

Prvi razred – A kategorija

1. Za konaqne skupove A, B, C i D va�i D ⊆ A ∪B, D ⊆ C i

|A4B|+ |B \ C|+ |C \D|+ |B ∩D| = |A|.

a) Dokazati da va�i B ∪ C ⊆ A.
b) Da li mora va�iti neka od inkluzija B ⊆ C ili C ⊆ B?

2. Data je kru�nica k s centrom u taqki O i taqka T u ǌenoj spoǉaxǌosti. Tangente
iz T na k dodiruju k u taqkama A i B. Neka je k′ kru�nica s centrom u taqki T
koja prolazi kroz taqke A i B. Neka je C proizvoǉna taqka na k′ koja je pritom
u spoǉaxǌosti kru�nice k, pri qemu prave CA i CB seku kru�nicu k jox u
taqkama D i E, redom, i va�i poredak C −A−D i C −E −B. Dokazati da je DE
preqnik kru�nice k.

3. Na jednom koxarkaxkom turniru uqestvuje 16 ekipa koje igraju dvokru�no, tj.
svaka ekipa igra po dva puta sa svakom drugom. Prolaz na naredni turnir ostva-
ruje prvoplasiranih 8 ekipa. Poredak ekipa se odre�uje na osnovu broja pobeda,
a ukoliko postoji vixe ekipa s istim brojem pobeda, ǌihov me�usobni poredak se
utvr�uje �rebom. Koliko je najmaǌe pobeda potrebno jednom timu da bi osigurao
prolaz?

4. Odrediti sve prirodne brojeve n koji imaju slede�a svojstva: n je deǉiv sa 2 ali
ne i sa 4, zbir cifara broja n je jednak 6, broj delilaca broja n je jednak 8, zbir
delilaca broja n je deǉiv sa 10 i n ne daje ostatak 12 niti 14 pri deǉeǌu sa 16.

5. Du�ine stranica nekog trougla su me�usobno razliqiti prirodni brojevi, a ǌe-
gova povrxina je tako�e prirodan broj. Da li taj trougao mora biti pravougli?

Vreme za rad 180 minuta.
Rexeǌa zadataka detaǉno obrazlo�iti.
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19. februar 2017.

Drugi razred – A kategorija

1. Na�i sve funkcije f : R→ R takve da za sve x ∈ R va�i f(x) 6 x i za sve x, y ∈ R
va�i f(x+ y) 6 f(x) + f(y).

2. Odrediti sve qetvorocifrene prirodne brojeve abcd, gde razliqitim slovima
odgovaraju razliqite cifre, za koje va�i

abcd = da2
+ db+c − da+b+c − da + 1.

3. Dat je 4ABC u kom je ]C tup. Na ǌegovim stranicama uoqene su taqke D ∈ AC,
E ∈ AB i F ∈ BC takve da je qetvorougao CDEF romb. Ako va�i AE = 140,
BE = 84 i r = 15

√
3, gde je r polupreqnik kru�nice upisane u romb CDEF ,

izraqunati povrxinu 4ABC.

4. Neka su a, b i c stranice nekog trougla. Dokazati nejednakost
√
ab

a+ b− c
+

√
bc

b+ c− a
+

√
ca

c+ a− b
> 3.

5. Na velikom stolu se nalaze qokoladice numerisane brojevima od 1 do 2017, pore-
�ane redom po tim brojevima. Maxa i Medved igraju slede�u igru. Maxa igra
prva, ǌih dvoje vuku poteze naizmeniqno, i igra se zavrxava nakon 63 odigrana
poteza. U k-tom potezu igraq koji igra jede k uzastopnih qokoladica sa stola.
(Dakle, prvo Maxa jede 1 qokoladicu, pa Medved jede 2 uzastopne qokoladice, pa
Maxa 3 i tako daǉe, dok u 63. potezu Maxa ne pojede 63 uzastopne qokoladice,
posle qega preostaje jedna qokoladica.) Maxa pobe�uje ako posledǌa preostala
qokoladica ima neparan broj, a Medved ako je taj broj paran. Ko ima pobedniqku
strategiju? (Napomena: uzastopne qokoladice ne moraju nu�no biti numerisane
uzastopnim prirodnim brojevima, tj. qokoladice i i j za i < j − 1 smatramo uza-
stopnima ukoliko su sve qokoladice numerisane brojevima izme�u i i j ve� poje-
dene.)

Vreme za rad 180 minuta.
Rexeǌa zadataka detaǉno obrazlo�iti.
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Tre�i razred – A kategorija

1. U datom trouglu polupreqnik upisane kru�nice i polupreqnici pripisanih kru-
�nica qine (u nekom poretku) uzastopne qlanove geometrijske progresije. Odre-
diti najve�i ugao tog trougla.

2. Na�i sve vrednosti realnog parametra a za koje neka dva razliqita rexeǌa je-
dnaqine

x4 − ax3 + x2 + a = 0

(u skupu C) imaju zbir jednak 1.

3. Neka u, v, w, z ∈ C. Dokazati nejednakost:

2 Re(uz + vw) 6 4(|u|2 + |v|2) +
1
4
(|z|2 + |w|2).

4. Dokazati da postoji beskonaqno mnogo prirodnih brojeva n za koje se skup de-
lilaca broja n mo�e podeliti na disjunktne skupove (bar dva) takve da je zbir
elemenata u svakom od tih skupova potpun kvadrat.

5. U prostoru je dat skup S koji se sastoji od 100 taqaka takvih da nikoje 3 nisu ko-
linearne i nikoje 4 nisu komplanarne. Svake dve taqke skupa S spojene su du�ima,
a zatim su du�i obojene tako da je taqno ǌih 2017 obojeno crvenom, a preostale
plavom bojom. Dokazati da postoji trougao sa temenima u S qija je taqno jedna
stranica obojena plavom bojom ili tetraedar sa temenima u S qija je taqno jedna
ivica obojena crvenom bojom.

Vreme za rad 180 minuta.
Rexeǌa zadataka detaǉno obrazlo�iti.
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Qetvrti razred – A kategorija

1. Dati su vektori ~a = (2, 1, p) i ~b = (2, p+ 1, 4).

a) Odrediti sve mogu�e vrednosti parametra p za koje postoji vektor ~v takav
da va�i:

~a · ~v =
∣∣~b∣∣;

~a× ~v = ~b.

b) Za svaku takvu vrednost p odrediti sve takve vektore ~v, i za svaki od ǌih
odrediti uglove koje on zaklapa sa ~a i ~b.

2. Koliko postoji rastu�ih konaqnih nizova prirodnih brojeva qiji je prvi element
jednak 1, posledǌi element jednak 25, i svaka dva uzastopna qlana se razlikuju
za 2 ili 3?

3. Dat je prirodan broj n. Neka je N broj brojeva koji zapisani u sistemu sa osnovom
n+ 1 imaju sve cifre razliqite od 0 i razliqite me�usobno. Dokazati:

|n!e−N | < 1 +
1
n
.

4. Iz taqke P su konstruisane tangente PA i PB na kru�nicu γ (gde A,B ∈ γ). Na
pravoj PA uoqena je taqka Q takva da va�i raspored P −A−Q i PA ∼= AQ, a C je
proizvoǉna taqka na du�i AB razliqita od A i B. Kru�nica opisana oko 4PBC
seqe kru�nicu γ u taqki D, D 6≡ B. Dokazati: ]PBD ∼= ]QCA.

5. U skupu nenegativnih celih brojeva rexiti jednaqinu

p3 + 41 = 7(7q!− r3).

Vreme za rad 180 minuta.
Rexeǌa zadataka detaǉno obrazlo�iti.
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Prvi razred – B kategorija

1. Neka je ρ relacija na skupu R definisana sa:

x ρ y ako i samo ako va�i x2 − y2 > 0.

Ispitati da li je relacija ρ refleksivna, simetriqna, antisimetriqna i tran-
zitivna, da li je relacija ekvivalencije, i da li je relacija poretka.

2. Neka su a, b i c prirodni brojevi qiji je zbir jednak 100. Posmatrajmo sve razlike
neka dva od ova tri broja. Ako je poznato da je jedna od ovih razlika jednaka 60
i jedna jednaka 38, odrediti brojeve a, b i c.

3. Dat je jednakokraki 4ABC u kom va�i AB ∼= AC i ]BAC = 80◦. Neka je AD
visina ovog trougla. Taqka E je izabrana u ǌegovoj ravni tako da va�i AD ∼= EB,
]AED = 50◦ i taqke E i B se nalaze sa iste strane prave AD. Dokazati da je
qetvorougao ACDE paralelogram.

4. Na�i sve qetvorocifrene brojeve koji pri deǉeǌu sa 197 daju ostatak 47, a pri
deǉeǌu sa 198 daju ostatak 37.

5. Koliko ima prirodnih brojeva maǌih od 100 000 deǉivih sa 4 u qijem dekadnom
zapisu uqestvuju samo cifre 0, 1, 2, 3 i 5? (Cifre se mogu ponavǉati i ne mora
se svaka od ǌih pojaviti u zapisu takvog broja.)

Vreme za rad 180 minuta.
Rexeǌa zadataka detaǉno obrazlo�iti.



Ministarstvo prosvete, nauke i tehnoloxkog razvoja
Druxtvo matematiqara Srbije

OKRU�NO TAKMIQEǋE IZ MATEMATIKE
UQENIKA SREDǋIH XKOLA

19. februar 2017.

Drugi razred – B kategorija

1. Odrediti vrednost parametra k tako da za rexeǌa x1 i x2 jednaqine

2x2 + 3x+ 3k + 1 = 0

va�i
2x1 − x2 = 3.

2. Konstruisati 4ABC ako su u ravni zadate slede�e ǌegove znaqajne taqke: teme
A, te�ixte T i centar opisane kru�nice O.

3. Da li je mogu�e u izrazu
TRI · TRI = DEVET

dodeliti istim slovima iste a razliqitim slovima razliqite cifre (i pritom
T,D 6= 0) a da se dobije taqna jednakost?

4. U skupu realnih brojeva rexiti jednaqinu

x(x+ 1)(x2 + x+ 1) = 6.

5. Data je kvadratna tablica n × n. Potrebno je u svako ǌeno poǉe upisati po
jedan realan broj tako da na svakoj dijagonali zbir brojeva iznosi 2017. (Pritom
posmatramo dijagonale svih mogu�ih du�ina: dakle, dve dijagonale du�ine n,
qetiri dijagonale du�ine n − 1, qetiri dijagonale du�ine n − 2, . . . , qetiri
dijagonale du�ine 2 i qetiri dijagonale du�ine 1.) Da li je ovo mogu�e posti�i
za:

a) n = 5;

b) n = 2017?

Vreme za rad 180 minuta.
Rexeǌa zadataka detaǉno obrazlo�iti.
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19. februar 2017.

Tre�i razred – B kategorija

1. Rexiti jednaqinu:
ctg x− tg x

3 sinx+ cos 2x
= ctg 2x.

2. Dat je 4ABC. Prava paralelna sa AC seqe stranicu AB u taqki P , te�ixnu du�
AA1 u taqki K, a stranicu BC u taqki L. Ako va�i PK = 7 i KL = 5, odrediti
du�inu stranice AC.

3. Na�i sve vrednosti realnog parametra m za koje sistem jednaqina

x2 + y2 = 4;

(x+m)2 + (y −m)2 = 1

ima taqno jedno rexeǌe.

4. Na�i sve prirodne brojeve n za koje su svi brojevi n+ 1, n+ 3, n+ 7, n+ 9, n+ 13
i n+ 15 prosti.

5. U kutiji postoji 67 kuglica koje dolaze u dve veliqine (male i velike) i dve boje
(bele i crvene). Poznato je:

• broj crvenih kuglica je deǉiv sa 5;

• broj velikih crvenih kuglica jednak je broju belih kuglica;

• od sve qetiri vrste kuglica, najmaǌe ima malih belih;

• broj kuglica svake vrste je prost.

Odrediti koliko u kutiji ima kuglica od svake vrste.

Vreme za rad 180 minuta.
Rexeǌa zadataka detaǉno obrazlo�iti.
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Qetvrti razred – B kategorija

1. Ako va�i jednakost√
172 + 172 + 172 + · · ·+ 172 + 172 + 172 = 172 + 172 + 172,

koliko puta se 172 javǉa kao sabirak pod korenom?

2. Od svih jednakokrakih trapeza kojima ugao na osnovici iznosi 60◦ i qija je povr-
xina jednaka 6

√
3, odrediti onaj koji ima minimalni obim.

3. Koliko ima prirodnih brojeva maǌih od 10 000 u qijem se dekadnom zapisu ne
pojavǉuju cifre 4, 8 i 9, a cifra 1 se pojavǉuje taqno jedanput? (Preostale
cifre se mogu pojavǉivati proizvoǉan broj puta, ukǉuquju�i i mogu�nost da se
ne pojave uopxte.)

4. Dokazati da broj 20172017+19 nije potpun stepen (ve�i od prvog) nijednog prirodnog
broja.

5. Rexiti jednaqinu
x4 + (x+ 2)4 = 2.

Vreme za rad 180 minuta.
Rexeǌa zadataka detaǉno obrazlo�iti.


