34. BAJIKAHCKA MATEMATNUYKA OJIMMIINJA ITA

Oxpun, Makenonuja — 4. maj 2017.

Onpenutu cBe ypebhene mapoBe mpuponaux OpojeBa (X,y) TakBe na BaKU

4y =2 v a2xy+y° (Mondasuja)

Heka je I' onucanm kpyr omrpoyrior tpoyriaa ABC y kome je AB < AC. O3naummo
ca tp u fc penom TaHreHTe Ha Kpyr I' y taukama B u C, a ca L BUXOBY Taudky
npeceka. [IpaBa kpo3 B mapasaenna npaBoj AC cede fc y tauku D, a npasa kpo3 C
napaJiessHa npaBoj AB ceue fp y Tauku E. Onucanu kpyr tpoyriaa BDC ceue npaBy
AC y tauku T uamebhy A u C. Onucanu kpyr tpoyraa BEC ceue npaBy AB y Tadku
S Tako ma je B usmebhy A u S.

Ilokazaru na ce mpase ST, BC u AL cery y jeIHOj TAUKH. (I'pura)

Hahwu cBe ¢yurnuje f:N— N Tarse na

n+f(m) nenu f(n)+nf(m)

3a cee m,neN. (Ca N o3HauaBaMoO CKyI IPUPOJHUX Opojesa.) (Anbarnuja)

OKO OKpYyTJIOr CTOJA Ceau N> 2 YUYeHUKa. Y MOYETKY CBAKU YUYEHUK UMa TAYHO jeITHY
boMmOoHy. Y CBakOM KOPakKy, CBAKM YUYEHUK Oupa jemaHy on cienehe mBe omeparuje:

(i) maje jemny cBOjy OOMOOHY YyUEHUKY JIEBO O cebe MU YyUEHUKY HeCHO OI cebe;

(i) memm cBe cBoje GombBOHe Ha ABa CKyna (He 00AaBE3HO HENPA3HA) U jeNaH CKYI
naje YyYEeHUKY JIeBO, & APYTU yUYEHUKY IECHO o1 cebe.

Cae omepanuje y jeqHoM KOPaKy M3BpIIaBajy ce uctoBpeMeHo. Pacmopen 6omboHA
30BEMO 0OCMUNCHUM AKO Ce€ MOKe JOOUTH Yy KOHAUYHO MHOTO KOpaka. Koawmko mMma
MDOCTIKHUX pacrnopena’

([IBa pacmopena cy pazindmTa ako Oap jefaH YUEHUK y HBUMa UMa Pa3InduT Opoj
6omMboHa. ) (Kunap)

Ceaxu 3a0amax epedu 10 noena.
Bpewme 3a pao: 4% cama.



PEIIIEIHA

Heka je x=dx; m y=dy, rne je d=(x,y). Ilara jennaunHa ce MOXKe 3aIMCATH KaO
d(xy+y1) (X — 1y + ) = x5 — x1y1 + y7 +43x1 31, ()

onakie cremu xa xy—x1y1+yi43x1y1. Kako je (x,xf—x1y1+y9) =y, xf—x1y1 +y3) =
(x1,y1) =1, caemu ma x% —x;y1 +y? 143. Ilpumernvo ma je x4 —x1y1 + ¥ > 0.

Arko je X2 —x1y1+y5 =1, Mopa 6utu x; =y =1, u (%) gaje x=y=d=22.

Heka je xf—x1y1+y% =43, 1j. (2x1—y1)*+3y5 =172, u Heka je Ge3 cMamemha OMITOCTH
x1<y1. Tana je 3yf <172<4y?, mro Basku jemuuo 3a y; =7. Hobujamo x;=1um d=1,
nim x;=6ud= %. Camo mpBa MoryhHoCT uMa cMucsaa u gaje pememne (x,y) =(1,7).

Csa pemema (x,y) cy maposu (1,7), (7,1) u (22,22).

Osznaunmo AC=b u AB =c. Rako je <BTA=<BDC =180°-<DCA = <ABC, tpoy-
rmoBu ATB u ABC cy ciauyHu, na je

AT _ AB _: _ e _ b2=¢?
2B = ac - AT—7 u ogatie TC = -

Cnuuno je AS = b—cz u SB = bz—;cz.

C npyre crpane, mpaBa AL je cumenu-

jaHa y Tpoyriay ABC u cedye CTpaHUILY
BC y Taukm K TakBO] ma je % = Z—z.

. AS BK CT _ _I? S A=
Cnemu na je SR T ERE R e

—1, ma mo MenenajeBoj Teopemu Tauka K npumnana npasoj ST.

2
Hanomena. Jemuaroct % = % ce MOykKe MOOUTU U U3 CUHYCHE TeoPeMe: % = ﬁ—fg-% =
sin<dBAK | sin<ACK _ ¢  sin<dBAL _ ¢ , sin<BAL  sin<dACL  sin<dABL _ ¢ , BL , AL sin<tACB _ c?

sin<<ABK ~sin<CAK — b sin<CAL ~— b sin<ABL sin<CAL sin<ACL — b AL CL sin<ABC — p2*

N3 ycnosa 3anatka caenu n+ f(m) | f(n)+nf(m)—n(n+ f(m)) :f(n)—nz. Sam=n=1
nobujamo f(1)+1] f(1)—-1, onarme je f(1)=1.

dyurnuja f(x) = X% 3amoBOJBABA ycJoBe 3adaTka. llpermocraBuMoO ma 3a HEKO My

Baskn f(ng) # ny. VI3 no+ f(m) | |f(no) —ngl, cnemn f(m) < A=|f(ng)—njil—ng. C npyre
cTtpase, 3a m=1 umamo n+1| f(n)+n, tj. f(n)=1 (mod n), anmu f(n) < A+1, na mopa
outu f(n)=1 3a cBe n= A.

Hajzan, 3a cBako n> A Bawu n+ f(m)| fm)(n+ f(m) —(f(n) + nf(m)) = f(m)? -1, na
je f(m)=1 3a cBe meN, mTo je Takohe pememe.

IIpema ToMme, jemmHa pemema cy ¢yHEIUje f(X) = X u flx)=1.

2n—1).

Yrynau 6poj pacnopesna (ZOCTWKHUX 1 HEZOCTWKHUX) je ( "

Jlema. Y nBa Kopaka, CBaKM YUEHUK MOKe Ha Hona OOMOOHY (ako je mMa) yUeHUKY
Ha BA MeCTa JIeBO WU AECHO oI cebe, TAKO na CTame KO OCTAJIUX yYUYEHUKA
Oyme HETPOMEHEHO.



Zloxas. IlocmaTpajmo Tpu y3actonHa ydyenuka A, B u C cieBa HamgecHO, npu yemy A
uma 0ap jenny 6ombony. Heka cBu yuenunu uszspmaBajy omepanujy (ii). Tana
ce cBaka OOMOOHA TPOWM3BOJLHO MOMEPA 3a jeIHO MECTO YJIEeBO WU yOECHO.
[IpBu KOpak MOke Oa ce M3BPIIKM TAKO Oa ce cBe OOMOOHe moMepe yIecHO, a
IPYTY KOPaK TaKO na ce cBe ODOMOOHEe BpaTe yJIeBO, OCUM jelHe KON yUYEHUKa
B koja he ce momeputu ynecuo yuenuky C. Tako je jemma OGoMOOHA ydyeHUKA
A 3aBpmmuna kon ydeHunka C. pyru cMmep je anajgoras. O

Heka je n menapuo. Kako je pacrojame mamehy cBaka nBa y4yeHUKa y jeIHOM CMEPY
napHo, kopumhemem JleMe, cBaku ydeHUK MO:Ke na 10Aa OOMOOHY HPOM3BOJLHOM
YUEeHUKY y TapHOM Opojy kKopaka. IIpema Tome, cBu pacmopemu Cy HTOCTUKHU.

Heka je cama n mapuo. JemHOCTaBHOM WMHIYKIMjOM CJIE€AW A& CE IOCJE CBAKOT KO-
paka Ko y4eHWKa Ha MapHUM, OJHOCHO HEMapPHUM IO3WIMjaMa HaJa3u 0ap mo jeaHa

GombGona. Pacmopenn y kojuma cy cBe 60MOOHE KO %5 yUEHHUKA Ha IAPHUM WUIN 45
3n/2-1

. ). Ocraje na

YUEHUKA HA HENAPHUM MO3MOMjaMa Cy HEeNOCTIKHE, a mux nma 2(
MIOKa:KeMO Jla Cy CBU OCTAJM paclnopenud NOCTUKHU.

C o63upom Ha Jlemy, moBOMBHO je moka3aTu ma je 3a cBako a=1,2,...,n—1 moryhe
nobutu 6ap jemaH pacmopen y KOMe ce TavYHO a O0MOOHA HaJa3u Ha MapHUM IO3U-
nujamMa. 3a moderak, no Jlemu, cBe DoMOOHE ce MOTY MPOCIEIUTU ABOMA CYCETHUM
yuenunuMma A 1 B, rne je A Ha napHoj no3unuju. Heka y ToM TpeHyTKY, 0€3 cMamemna
ommroctu, A uma a' > a 6ombGona. Y mpsom motedy, A he momaru jemmy GoMOOHY
yueHukry B, a B jemny 60oM0O0HY cBOoM apyrom cycemy C. Y npyrom motesy, A u B
he pasmenuTu mo jemmy GombOony, a C he Bpatutm 6omOony yuenuky B. Cama A
vMma a' —1 6ombona, a B nmpeoctanux n—a +1. Ilomasmamem oBor moctynka a' —a

oIyTa IDOCTUREMO IUJb.
2n—1

— /12—
- 2n 1)_2(3112 1

; ) ako 2| n.

[Ipema TOMe, MOCTWRHUX pacnopena nma (1) ako 2{n, u (
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