
34. BALKANSKA MATEMATIQKA OLIMPIJADA

Ohrid, Makedonija – 4. maj 2017.

Odrediti sve ure�ene parove prirodnih brojeva (x, y) takve da vaжi1.

x3
+ y3

= x2
+42x y + y2

. (Moldavija)

Neka je Γ opisani krug oxtrouglog trougla ABC u kome je AB < AC . Oznaqimo2.

sa tB i tC redom tangente na krug Γ u taqkama B i C , a sa L ǌihovu taqku
preseka. Prava kroz B paralelna pravoj AC seqe tC u taqki D, a prava kroz C

paralelna pravoj AB seqe tB u taqki E . Opisani krug trougla BDC seqe pravu
AC u taqki T izme�u A i C . Opisani krug trougla BEC seqe pravu AB u taqki
S tako da je B izme�u A i S.

Dokazati da se prave ST , BC i AL seku u jednoj taqki. (Grqka)

Na�i sve funkcije f : N→N takve da3.

n + f (m) deli f (n)+n f (m)

za sve m,n ∈N. (Sa N oznaqavamo skup prirodnih brojeva.) (Albanija)

Oko okruglog stola sedi n > 2 uqenika. U poqetku svaki uqenik ima taqno jednu4.

bombonu. U svakom koraku, svaki uqenik bira jednu od slede�e dve operacije:

(i) daje jednu svoju bombonu uqeniku levo od sebe ili uqeniku desno od sebe;

(ii) deli sve svoje bombone na dva skupa (ne obavezno neprazna) i jedan skup
daje uqeniku levo, a drugi uqeniku desno od sebe.

Sve operacije u jednom koraku izvrxavaju se istovremeno. Raspored bombona
zovemo dostiжnim ako se moжe dobiti u konaqno mnogo koraka. Koliko ima
dostiжnih rasporeda?

(Dva rasporeda su razliqita ako bar jedan uqenik u ǌima ima razliqit broj
bombona.) (Kipar)

Svaki zadatak vredi 10 poena.
Vreme za rad: 4 1

2
sati.



REXEǋA

Neka je x = d x1 i y = d y1, gde je d = (x, y). Data jednaqina se moжe zapisati kao1.

d(x1 + y1)(x2
1 −x1 y1 + y2

1 ) = x2
1 −x1 y1 + y2

1 +43x1 y1, (∗)

odakle sledi da x2
1
−x1 y1+ y2

1
| 43x1 y1. Kako je (x1, x2

1
−x1 y1+ y2

1
) = (y1, x2

1
−x1 y1+ y2

1
) =

(x1, y1) = 1, sledi da x2
1
−x1 y1 + y2

1
| 43. Primetimo da je x2

1
−x1 y1 + y2

1
> 0.

Ako je x2
1
−x1 y1 + y2

1
= 1, mora biti x1 = y1 = 1, i (∗) daje x = y = d = 22.

Neka je x2
1
−x1 y1+y2

1
= 43, tj. (2x1−y1)2+3y2

1
= 172, i neka je bez smaǌeǌa opxtosti

x1 É y1. Tada je 3y2
1
É 172É 4y2

1
, xto vaжi jedino za y1 = 7. Dobijamo x1 = 1 i d = 1,

ili x1 = 6 i d =
43
13
. Samo prva mogu�nost ima smisla i daje rexeǌe (x, y) = (1,7).

Sva rexeǌa (x, y) su parovi (1,7), (7,1) i (22,22).

Oznaqimo AC = b i AB = c. Kako je ∢BT A = ∢BDC = 180◦−∢DC A = ∢ABC , trou-2.

glovi AT B i ABC su sliqni, pa je
AT
AB =

AB
AC , tj. AT =

c2

b i odatle T C =
b2−c2

b .

Sliqno je AS =
b2

c i SB =
b2−c2

c .

S druge strane, prava AL je simedi-
jana u trouglu ABC i seqe stranicu

BC u taqki K takvoj da je BK
KC =

c2

b2 .

Sledi da je
−→
AS
−→
SB

·
−−→
BK
−−→
KC

·
−−→
C T
−→
T A

=
b2

c2−b2 ·
c2

b2 ·
b2−c2

c2 =

A B

C

D

E

K
L

S

T

−1, pa po Menelajevoj teoremi taqka K pripada pravoj ST .

Napomena. Jednakost BK
KC =

c2

b2 se moжe dobiti i iz sinusne teoreme: BK
KC =

BK
AK ·

AK
C K =

sin∢B AK
sin∢ABK

·
sin∢AC K
sin∢C AK

=
c
b
·

sin∢B AL
sin∢C AL

=
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b
·
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·
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·
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BL
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·
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·
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=
c2

b2 .

Iz uslova zadatka sledi n+ f (m) | f (n)+n f (m)−n(n+ f (m)) = f (n)−n2. Za m = n = 13.

dobijamo f (1)+1 | f (1)−1, odakle je f (1) = 1.

Funkcija f (x) ≡ x2 zadovoǉava uslove zadatka. Pretpostavimo da za neko n0

vaжi f (n0) 6= n2
0
. Iz n0+ f (m) | | f (n0)−n2

0
|, sledi f (m) É A = | f (n0)−n2

0
|−n0. S druge

strane, za m = 1 imamo n+1 | f (n)+n, tj. f (n) ≡ 1 (mod n), ali f (n) < A+1, pa mora
biti f (n) = 1 za sve n Ê A.

Najzad, za svako n > A vaжi n + f (m) | f (m)(n + f (m))− ( f (n)+n f (m)) = f (m)2 −1, pa
je f (m)= 1 za sve m ∈N, xto je tako�e rexeǌe.

Prema tome, jedina rexeǌa su funkcije f (x) ≡ x2 i f (x) ≡ 1.

Ukupan broj rasporeda (dostiжnih i nedostiжnih) je
(

2n−1

n

)

.4.

Lema. U dva koraka, svaki uqenik moжe da doda bombonu (ako je ima) uqeniku
na dva mesta levo ili desno od sebe, tako da staǌe kod ostalih uqenika
bude nepromeǌeno.



Dokaz. Posmatrajmo tri uzastopna uqenika A, B i C sleva nadesno, pri qemu A

ima bar jednu bombonu. Neka svi uqenici izvrxavaju operaciju (ii). Tada
se svaka bombona proizvoǉno pomera za jedno mesto ulevo ili udesno.
Prvi korak moжe da se izvrxi tako da se sve bombone pomere udesno, a
drugi korak tako da se sve bombone vrate ulevo, osim jedne kod uqenika
B koja �e se pomeriti udesno uqeniku C . Tako je jedna bombona uqenika
A zavrxila kod uqenika C . Drugi smer je analogan. 2

Neka je n neparno. Kako je rastojaǌe izme�u svaka dva uqenika u jednom smeru
parno, korix�eǌem Leme, svaki uqenik moжe da doda bombonu proizvoǉnom
uqeniku u parnom broju koraka. Prema tome, svi rasporedi su dostiжni.

Neka je sada n parno. Jednostavnom indukcijom sledi da se posle svakog ko-
raka kod uqenika na parnim, odnosno neparnim pozicijama nalazi bar po jedna
bombona. Rasporedi u kojima su sve bombone kod n

2
uqenika na parnim ili n

2

uqenika na neparnim pozicijama su nedostiжne, a ǌih ima 2
(

3n/2−1

n

)

. Ostaje da
pokaжemo da su svi ostali rasporedi dostiжni.

S obzirom na Lemu, dovoǉno je pokazati da je za svako a = 1,2, . . . ,n −1 mogu�e
dobiti bar jedan raspored u kome se taqno a bombona nalazi na parnim pozi-
cijama. Za poqetak, po Lemi, sve bombone se mogu proslediti dvoma susednim
uqenicima A i B, gde je A na parnoj poziciji. Neka u tom trenutku, bez smaǌeǌa
opxtosti, A ima a′ > a bombona. U prvom potezu, A �e dodati jednu bombonu
uqeniku B, a B jednu bombonu svom drugom susedu C . U drugom potezu, A i B

�e razmeniti po jednu bombonu, a C �e vratiti bombonu uqeniku B. Sada A

ima a′−1 bombona, a B preostalih n −a′+1. Ponavǉaǌem ovog postupka a′−a

puta postiжemo ciǉ.

Prema tome, dostiжnih rasporeda ima
(

2n−1

n

)

ako 2 ∤n, i
(

2n−1

n

)

−2
(

3n/2−1

n

)

ako 2 |n.
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