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Prvi dan

Dat je tetivni qetvorougao ABCD. Taqke M , N , P i Q su sredixta stra-1.
nica DA, AB, BC i CD, redom, a taqka E je presek dijagonala AC i BD.
Kru�nice opisane oko △EMN i △EPQ seku se u taqki F ̸= E. Dokazati
da va�i EF ⊥ AC.

Neka je k prirodan broj. Za n ∈ N oznaqimo sa fk(n) najmaǌi prirodan2.
broj ve�i od kn takav da je nfk(n) potpun kvadrat prirodnog broja. Ako je
ispuǌeno fk(m) = fk(n), dokazati da va�i m = n.

Stra�ar predla�e zatvorenicima slede�u igru. Svi �e biti izvedeni u3.
dvorixte, gde �e svakome od ǌih biti stavǉen na glavu xexir u jednoj
od 5 mogu�ih boja. Stra�ar �e ih potom pore�ati u vrstu tako da svaki
zatvorenik vidi sve xexire osim sopstvenog i pitati prvog zatvorenika
u vrsti da li zna boju svog xexira. Zatvorenik glasno odgovara “da” ili
“ne”. Ako odgovori “ne”, bi�e odmah zakǉuqan u samicu. Ako odgovori
“da”, stra�ar �e ga pitati koje je boje ǌegov xexir, na xta zatvorenik
treba da odgovori na takav naqin da ostali zatvorenici ne quju odgovor.
Ukoliko je odgovor pogrexan, taj zatvorenik bi�e odmah zakǉuqan u samicu
pred svima, a ako je odgovor taqan, taj zatvorenik bi�e odmah oslobo�en
pred svima. Stra�ar potom prilazi slede�em zatvoreniku u redu i po-
navǉa isti postupak, i tako sve do posledǌeg zatvorenika. Zatvorenici
imaju mogu�nost da osmisle strategiju pre poqetka igre, ali kad igra
poqne, nikakva komunikacija me�u zatvorenicima nije dozvoǉena. Ako u
zatvoru ima 2015 zatvorenika, koji je maksimalan broj zatvorenika koji �e
zagarantovano biti oslobo�eni ukoliko zatvorenici primeǌuju optimalnu
strategiju?

Vreme za rad 270 minuta.
Rexeǌa zadataka detaǉno obrazlo�iti.

Svaki zadatak vredi 7 bodova.
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Drugi dan

Za ceo broj a, a ̸= 0, oznaqimo sa v2(a) najve�i nenegativan ceo broj k takav4.
da 2k | a. Za dato n ∈ N odrediti najve�u mogu�u kardinalnost podskupa A
skupa {1, 2, 3, . . . , 2n} sa slede�im svojstvom:

za sve x, y ∈ A, x ̸= y, broj v2(x− y) je paran.

Dokazati nejednakost5.

x− y

xy + 2y + 1
+

y − z

yz + 2z + 1
+

z − x

zx+ 2x+ 1
> 0,

gde su x, y i z nenegativni realni brojevi.

U skupu nenegativnih celih brojeva rexiti jednaqinu6.

(22015 + 1)x + 22015 = 2y + 1.

Vreme za rad 270 minuta.
Rexeǌa zadataka detaǉno obrazlo�iti.

Svaki zadatak vredi 7 bodova.


