
Ministarstvo prosvete, nauke i tehnoloxkog razvoja
Druxtvo matematiqara Srbije

DR�AVNO TAKMIQEǋE IZ MATEMATIKE
UQENIKA SREDǋIH XKOLA

28. februar 2015.

Prvi razred – A kategorija

Neka su a, b i c proizvoǉni prirodni brojevi. Dokazati nejednakost1.

NZD(a, b− 1) ·NZD(b, c− 1) ·NZD(c, a− 1) 6 ab + bc + ca− a− b− c + 1,

kao i da se jednakost dosti�e za beskonaqno mnogo trojki (a, b, c).

Dat je jednakokraki 4ABC, pri qemu va�i AB = AC. Unutar 4ABC uoqena je2.
taqka P takva da va�i ]BPC = 90◦ + ]BAC

2 . Tako�e je uoqena taqka Q takva da
va�i ]BPQ = ]PQA = 90◦. Neka je R taqka na du�i QB takva da va�i BR = 2RQ.
Dokazati da su taqke R, P i C kolinearne.

Quvar banke ima n sefova koje mora da quva i svaki sef ima svoj jedinstven kǉuq3.
koji ga otvara. Kǉuqevi su po izgledu identiqni. Quvar je dobio na raspolagaǌe
dovoǉan broj identiqnih kru�nih metalnih alki. Na svaku alku mogu�e je zaka-
qiti proizvoǉan broj kǉuqeva ili drugih alki (ali ne mogu na istom kǉuqu biti
prikaqene dve alke), pri qemu su alke takve da se, nakon xto quvar prikaqi sve xto
�eli, cikliqan redosled zakaqenih objekata na alki potom ne�e remetiti. Quvar
�eli da pomo�u alki spoji sve kǉuqeve u jednu celinu na takav naqin da nadaǉe
uvek bude u mogu�nosti da, na osnovu rasporeda kǉuqeva i alki, identifikuje
kǉuq koji mu zatreba za otvaraǌe odre�enog sefa (bez isprobavaǌa kǉuqeva na
sefu). Za zadat broj n > 1, odrediti najmaǌi broj alki koje su potrebne quvaru
ukoliko:

a) kǉuqevi imaju jednu osu simetrije u ravni kǉuqa (slika levo);
b) kǉuqevi nemaju nijednu osu simetrije u ravni kǉuqa (slika desno)?

Da li postoji polinom P (x) kome nisu svi koeficijenti celobrojni takav da va�i4.
P (0) = 0 i da je P (a)−P (b)

a−b ceo broj za svaka dva razliqita cela broja a i b?

Vreme za rad 240 minuta.
Rexeǌa zadataka detaǉno obrazlo�iti.



Ministarstvo prosvete, nauke i tehnoloxkog razvoja
Druxtvo matematiqara Srbije

DR�AVNO TAKMIQEǋE IZ MATEMATIKE
UQENIKA SREDǋIH XKOLA

28. februar 2015.

Drugi razred – A kategorija

Neka je x realan broj takav da je izraz
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x−
√
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x 6 1.

Dokazati: √
x +

√
x−
√

x < 2.

Neka funkcija obrt preslikava cifre 0, 1, 2, 5, 6, 8, 9 u cifre 0, 1, 2, 5, 9, 8, 6, redom.2.
Prirodan broj n = tktk−1 · · · t1t0 nazivamo obrtabilan ako su mu sve cifre iz skupa
{0, 1, 2, 5, 6, 8, 9} i pritom va�i t0 6= 0, i definixemo

obrt(n) = obrt(t0)obrt(t1) · · · obrt(tk−1)obrt(tk)

(drugim reqima, funkcija obrt predstavǉa obrtaǌe ekrana kalkulatora za 180◦).
Dokazati da postoji beskonaqno mnogo prirodnih brojeva n sa slede�im osobinama:
1◦ n je obrtabilan i obrt(n) = n;
2◦ n2 je obrtabilan i obrt(n2) = n2;
3◦ 41 | n.

Na svakom poǉu table 3 × n nalazi se jedan �eton koji je sa jedne strane obojen3.
belo a sa druge strane crno. U poqetku su svi �etoni okrenuti crnom stranom
nagore. Dozvoǉeno je u jednom potezu izabrati proizvoǉno poǉe i okrenuti sve
�etone na poǉima koja imaju bar jedno zajedniqko teme sa izabranim poǉem ali
ne i �eton na izabranom poǉu. Za koje n je mogu�e da posle izvesnog broja poteza
svi �etoni budu okrenuti belom stranom nagore?

Dat je oxtrougli 4ABC. Taqka N je takva da va�i ]NBA = ]NCA = 90◦, a D i4.
E su taqke na stranicama AC i AB, redom, takve da va�i ]BNE = ]CND. Prava
DE seqe pravu BC u taqki F , a K je sredixte du�i DE. Ako je X taqka preseka
kru�nica opisanih oko 4ABC i 4ADE razliqita od taqke A, dokazati da va�i
]KXF = 90◦.

Vreme za rad 240 minuta.
Rexeǌa zadataka detaǉno obrazlo�iti.
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Tre�i razred – A kategorija

Niz (xi)∞i=0 je definisan uslovima x0 = 1 i xi+1 = xi + yi − 1, gde je yi najmaǌi1.
prirodan broj koji ne deli xi. Da li va�i xn = 20! za neki prirodan broj n?

Dat je konveksan petougao ABCDE takav da su mu uglovi kod temena C i E pravi i2.
va�i ]EDA = ]CDB. Neka je N podno�je visine iz temena D u oxtrouglom 4ABD,
i neka je M sredixte du�i AB. Dokazati da su taqke C, M , N i E koncikliqne.

Neka je n fiksiran prirodan broj. Neka je k bilo koji prirodan broj ne ve�i od3.
n i neka je S skup nekih k razliqitih prostih brojeva. Marija i Marko igraju
naizmeniqno slede�u igru. Svako od ǌih bira jedan prirodan broj ve�i od 1 qiji
svi prosti delioci pripadaju skupu S i koji nije deǉiv nijednim od prethodno
izabranih brojeva. Marija igra prva, a gubi onaj ko ne mo�e da povuqe potez.
Dokazati da Marija ima pobedniqku strategiju za bar 2

3n mogu�ih vrednosti
parametra k.

Uqenici tre�eg razreda su za doma�i imali slede�i zadatak:4.

Odabrati pozitivne realne brojeve a i b i skicirati (u istom koordinatnom
sistemu) grafike funkcija f, g : R→ R definisane sa f(x) = ax +b i g(x) = bx +a.

Pri pregledu doma�eg zadatka, doxavxi do Perice, profesor je rekao: ,,Perice,
ne znam koje si brojeve a i b odabrao, ali nisi dobro skicirao grafike. Naime,
nije mogu�e da grafici ovakvih funkcija imaju taqno dve zajedniqke taqke.“ Da
li je profesor u pravu?

Vreme za rad 240 minuta.
Rexeǌa zadataka detaǉno obrazlo�iti.
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Qetvrti razred – A kategorija

Koliko najmaǌe razliqitih kompleksnih nula mo�e imati polinom1.

P (x) = axn + x2014 + 1,

ako je a realan broj a n prirodan broj razliqit od 2014?

Dokazati da za svaki prirodan broj n postoji n-tocifren prirodan broj qije cifre2.
su iz skupa {1, 2, 3} i koji je deǉiv zbirom svojih cifara.

Neka je, u 4ABC, B1 sredixte stranice AC, B0 podno�je visine iz temena B,3.
a B2 osnosimetriqna slika temena B u odnosu na simetralu ]A. Neka su P i Q
taqke dodira upisane i spoǉa pripisane kru�nice sa stranicom BC, i neka je k
kru�nica nad preqnikom PQ. Tangenta t iz taqke B2 dodiruje kru�nicu k u taqki
T . Dokazati da kru�nica opisana oko 4B0B1T dodiruje pravu t.

Dato je 2n taqaka u ravni me�u kojima nikoje tri nisu kolinearne. Posmatrajmo4.
sve mogu�e odabire od po 2n du�i qiji su krajevi u datim taqkama (svaka taqka je
kraj taqno jedne od tih du�i) i me�u kojima se nikoje dve ne seku. Dokazati da je
broj takvih odabira bar 2n−1, i odrediti za koje se sve prirodne brojeve n mo�e
dosti�i jednakost za bar jednu poqetnu konfiguraciju od 2n taqaka.

Vreme za rad 240 minuta.
Rexeǌa zadataka detaǉno obrazlo�iti.
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Prvi razred – B kategorija

Odrediti najmaǌi prirodan broj koji ima taqno 2015 delilaca.1.

Data je kru�nica k, ǌen preqnik AB i taqka C na du�i AB razliqita od taqaka2.
A i B. Taqke X i Y pripadaju kru�nici k i simetriqne su u odnosu na AB, pri
qemu jox va�i CY⊥AX. Dokazati da je qetvorougao BY CX romb.

Vextak na sudu treba da iz gomile od 14 novqi�a izdvoji 7 la�nih (ǌemu je poznato3.
koji novqi�i su la�ni a koji pravi). Sudu je poznato da su la�ni novqi�i lakxi
od pravih i da ih ima taqno 7, kao i to da su svi la�ni novqi�i me�usobno iste
te�ine i svi pravi novqi�i me�usobno iste te�ine. Vextak na raspolagaǌu ima
vagu bez tegova za izvo�eǌe svojih dokaza pred sudom. Dokazati da u najvixe 3
mereǌa vextak mo�e sudu da doka�e koji su novqi�i la�ni.

Na koliko se naqina mogu obojiti temena petougla ABCDE pomo�u qetiri boje4.
ako susedna temena ne mogu biti iste boje?

Ako je polinom5.
ax5 + bx4 + bx3 + ax2 + cx− 62

deǉiv polinomom
2x2 − 5x + 2,

izraqunati 3a + 2b.

Vreme za rad 240 minuta.
Rexeǌa zadataka detaǉno obrazlo�iti.
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Drugi razred – B kategorija

Odrediti sve prirodne brojeve n takve da je1.
√

n + 2015−
√

n

racionalan broj.

Unutar kvadrata ABCD data je taqka M za koju va�i ]MBD = ]MDC = 28◦.2.
Izraqunati ]MAD.

Kraǉica Amazonki Goba je imala 5 �erki; 6 od ǌenih �enskih potomaka su imale3.
po 4 �erke svaka, 11 od ǌenih �enskih potomaka su imale po 2 �erke svaka, a
preostale nisu imale dece. Ako je poznato da kraǉica Goba nije imala muxkih
potomaka, koliko je ukupno �enskih potomaka imala ova kraǉica?

Za koje vrednosti realnog parametra a je skup rexeǌa nejednaqine4.

x2 − a(1 + a2)x + a4 < 0

podskup intervala (−3,−1)? (Prazan skup je podskup bilo kog skupa.)

Neka su a, b i c kompleksni brojevi jediniqnog modula takvi da va�i a + b + c = 1.5.
Dokazati da je bar jedan od brojeva a, b ili c jednak 1.

Vreme za rad 240 minuta.
Rexeǌa zadataka detaǉno obrazlo�iti.
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Tre�i razred – B kategorija

U skupu prirodnih brojeva rexiti jednaqinu1.

1
x

+
1
y

=
2

101
.

Perica ima j jabuka i k korpi koje su raspore�ene za okruglim stolom. Za koje2.
vrednosti j i k Perica mo�e rasporediti jabuke u korpe na takav naqin da se za
svake dve susedne korpe brojevi jabuka u ǌima razlikuju taqno za 1?

Dokazati jednakost3.

16 sin4 10◦ + 8 sin3 10◦ − 12 sin2 10◦ − 4 sin 10◦ + 1 = 0.

Pozitivni brojevi x i y zadovoǉavaju nejednakost4.

x2 + y2

x + 2y
6 2.

Dokazati da tada va�i
x

2
+ y 6 5.

Na ravan sto postavǉene su qetiri lopte pri qemu se svake dve dodiruju. Polupre-5.
qnici tri od te qetiri lopte iznose 2, 3 i 6. Izraqunati polupreqnik qetvrte
lopte.

Vreme za rad 240 minuta.
Rexeǌa zadataka detaǉno obrazlo�iti.
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Pet razliqitih celih brojeva a, b, c, d i e zadovoǉavaju jednakost1.

(3− a)(3− b)(3− c)(3− d)(3− e) = 12.

Izraqunati a + b + c + d + e.

Odrediti koliko ima n-torki (x1, x2, ..., xn) kod kojih je svaka koordinata iz skupa2.
{0, 1, 2} i pritom je zbir x1 + x2 + · · ·+ xn paran.

Odrediti sve mogu�e vrednosti parametra a ∈ R takve da sve nule polinoma3.

P (x) = x4 + ax2 + a2x− 1

imaju me�usobno jednake module.

U konveksnom qetvorouglu ABCD va�i AD = 2, ]ABD = ]ACD = 90◦ i rastojaǌe4.
izme�u centara upisanih kru�nica u 4ABD i 4ACD iznosi

√
2. Na�i du�inu

stranice BC.

Na�i najmaǌu i najve�u vrednost izraza5.

(x− y)2 + xy,

uz uslov
x2 + y2 = 4.

Vreme za rad 240 minuta.
Rexeǌa zadataka detaǉno obrazlo�iti.


