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MwuHuUCTAapCTBO IPOCBETE, HAYKE M TEXHOJIOIIKOT Pa3Boja
IpymrBo maremaruuapa Cpbuje

NP KABHO TARKMUWYEILE 13 MATEMATURKE
YUEHUMKA CPEIIHLUX ITTKOJIA

28. ¢pedpyap 2015.

Ilpeu pa3pen — A kareropuja

Heka cy a, b 1 ¢ mpousBosmHu npupogau Opojesu. JlokaszaTtu HejeaHAKOCT
H3d(a,b—1)-H3O(b,c— 1) -H3d(c,a—1) <ab+bc+ca—a—b—c+1,
Kao U Ja Ce jeMHAKOCT NOCTW:Ke 38 OECKOHAUYHO MHOTO TPOjku (a,b, c).

Ilar je jemmarorparku AABC, npu uemy Bazku AB = AC. Yuyrap AABC youena je
tauka P TakBa ma Baxku L BPC = 90° + ‘(B%. Taxobe je youena Tauka () TakBa ma
Basku £ BPQ = £ PQA = 90°. Heka je R Ttaura ma ay:xku QB takBa na Baxku BR = 2RQ).
Ilokasatu nma cy tauke R, P u C' KoauHeaphe.

Uysap Ganke uma n ceoBa KOje MOpa A YyBa W CBAKWU ced MMa CBOj jeQUHCTBEH KJbYyU
KOju ra orBapa. RmydeBu cy mo uarieny uiaeHTUYHU. dyBap je moOMO HA PACIOIArarhe
IOBOJbAH OPOj MAGHTUYHUX KPY:KHUX MeTasuux ajku. Ha cBaky anky moryhe je 3aka-
YUTU TPOU3BOJLAH OPOj KIbydYeBa WM IPYTUX AJKU (aJU HEe MOTY Ha MCTOM Kibydy OuTh
IpUKaYeHe ABE ajlKe), DU YeMy Cy aJIKe TaKBE a Ce, HAKOH IITO YyBap NPUKAYU CBE IITO
JKeJIW, IUKJINYaH pemociien 3akadeHux objekara Ha aJku moToM Hehe pemeruru. Yysap
’KeJu na MOMONY AJIKM CHOjU CBE KJbydeBe y jeNHY IeJUHYy HA TAKAB HAYMWH A HAAAJHE
yBek Oyme y mMoryhHocT: na, Ha OCHOBY pacmopela KJbydeBa U AJIKU, UIEHTUDUKYje
KIbyd KOju My 3arpeba 3a oTBapame ompebenor ceda (6e3 mcnpobaBama KibydeBa Ha
cedy). 3a 3amar 6poj n > 1, ompenutu HajMamu OpPOj AJKA KOje Cy NOTpebHE uyBapy
VKOJIIKO:

a) KJbYYeBU KMMAajy jelHy OCy CAMETDUje y PABHU Kibyda (CIUKA JEBO);

b) kmyueBM HEMA]y HUjemHY OCY CUMETDHj€ y DABHU Kibyda (CIuka mecHo)?

Ia nmu mocToju nomuaoM P(z) KoMe HUCY CBU KOePUIUjeHTH NeIo0pOjHN TAKAB 14 BAKW
P(0) =0 u ma je w meo Opoj 3a cBaka ABa Pas3auuuTa Iesaa Opoja a u b?

Bpewme 3a pan 240 MmunyTa.
Pemema 3amaraka meramHO 0OpPA3IIOKUATH.
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Ilpyru pa3pen — A kareropuja

Heka je x peanan Gpoj Takas na je u3pas /T — \/& — /T HePUHUCAH U BaKU

z—1/z—+Vx <1

T+ r— <2

Hexka ¢yurmuja obrt nmpecnukasa mudpe 0,1,2,5,6,8,9 y nudppe 0,1,2,5,9,8,6, pemom.
IIpuponan 6poj n = tyti_1 - - t1tp HA3UBAMO 06pMAbUAAH AKO CY MY CBe nudpe M3 CKyIa
{0,1,2,5,6,8,9} u npurom Basku tg # 0, u nedpuaumemo

Hoxka3zaTu:

obrt(n) = obrt(tg)obrt(t1) - - - obrt(tx—_1)obrt(tx)

(npyrum peumma, $pyHKIMja obrt mpemcrasma obpTame ekpaHa Kajkyaaropa 3a 180°).
IlokasaTu na mocToju H€CKOHAYHO MHOTO MPUPOAHUX Opojesa n ca ciaenehium ocobunamas:
1° n je obprabunan u obrt(n) = n;

2° n? je obprabumaan u obrt(n?) = n?;

3° 41 | n.

Ha cBakom momy Tabme 3 X n Hasa3m ce jedaH sKETOH KOjU je ca jemHe cTpaHe obojeH
Oemo a ca mpyre cTpaHe IPHO. Y MOUYETKY Cy CBU sKETOHM OKPEHYTHU IIPHOM CTPAHOM
marope. Jlo3BosbeHO je y jemHoM moTe3y m3abparTy HPOM3BOJFHO IOJEE U OKPEHYTU CBE
’KeTOHE Ha MOJLUMA Koja mMajy Oap jeAHO 3ajeIHMYKO TeMe ca M3abpaHuM MOJHeM aju
He W ;KeTOH Ha m3abpaHOoM IOJLbY. 3a Koje n je moryhe ma mociie m3BecHOr Opoja moresa
CBU KEeTOHU OyIy OKpPEHyTHU OeJoM CTpaHOM Harope?

Ilar je omrpoyriu AABC. Tauka N je takBa na Baxku { NBA = ANCA =90°, a D n
E cy rauke na crpanunama AC u AB, penom, takse na Baxku £ BNFE = ACND. Ilpasa
DE ceue npaBy BC y tauku F', a K je cpemumre nysku DE. Axo je X Tauka mpeceka
kpyskauna omucanux oko NABC u AADE pasauuura on tauke A, mokasaTu ma Basku

LKXF =90°.

Bpewme 3a pan 240 munyTa.
Pemema 3amaraka meramHO 0OpPA3IIOKUATH.
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Tpehu paspen — A kareropuja

Hus (2;)°, je medunucan ycnosuma Tg = 1 u 41 = ; + y; — 1, rme je y; HajMamu
npuposan 6poj koju we menu x;. Ia nu Baku x, = 20! 3a Hexku npupomnan 6poj n?

Ilar je kouBekcan neroyrao ABCDE takas na cy my yriosu ko temera C' u E npaBu u
Baku L FDA = LCDB. Hexka je N nonuoskje Bucune u3 remena D y omrpoyriom AABD,
u Heka je M cpemumre nysku AB. Iokazatu na cy tauke C, M, N u F KOHIIUKJIUYHE.

Hexka je n ¢uxcupan npuponan 6poj. Heka je k 6uio roju npupogan 6poj me Behu on
n U HeKa je S CKym HEKUX Kk pas3anuuTux npoctux OpojeBa. Mapuja u Mapko urpajy
vamamennuno ciaenehy urpy. Cako on wux Oupa jenan npuponan 6poj sehu on 1 unjn
CBU MPOCTU HEJIVONY NPUNAAAjy CKyImy S W KOjUu HUje Ne/bUB HUjeTHUM OJ[ ITPETXOITHO
uzabpanux OpojeBa. Mapuja urpa mpBa, a rybu oHAj KO HEe MOMKE na MOBydYe IMOTE3.
Hoxrazatu ma Mapuja mma mobeAHUUKY cTpaTerujy 3a 0ap %n moryhux BpemHocTu
napamerpa k.

Yuenurn Tpeher paspena cy 3a momahu mMmanau ciaenehu 3amaTak:

Onabpatu mo3uTUBHE peasHe OpojeBe a U b u ckunupatu (y MCTOM KOODIUHATHOM
cucremy) rpadure pynrnmja f,g: R — R nedpurucane ca f(z) = a®*+bu g(x) = b* +a.

IIpu mperneny momaher 3anmartka, momasmu 10 Ilepune, npodecop je perao: ,Ilepure,
He 3HaM Koje cu OpojeBe a u b omabpao, anu Hucu noOpo ckunupao rpadure. Haumwme,
Huje Moryhe na rpadunu oBakBUX (YHKIMja MMajy TA4HO ABe 3ajenHndre Tadke.“ Ila
au je mpogecop y mpaBy?

Bpewme 3a pan 240 MmunyTa.
Pemema 3amaraka meramHO 0OpPA3IIOKUATH.
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YerspTu paspen — A kareropuja

Koauko nHajMmame pa3imuynTuX KOMIIEKCHUX HYJa MO:KE MMATHU TMOJUMHOM
P(x) = az™ + x*01* 41,
akKo je a peaJsian Opoj a m npupoman 6poj pasmumuurt ox 20147

IlokasaTu na 3a cBaxku Ipupoman 6poj n mocToju n-rouudpeH TIpupogan 6poj yuje nudpe
cy n3 cxyna {1,2,3} u koju je memus 30upoM cBOjuUX mHPapa.

Hexka je, y AABC, By cpemumrte crpanurne AC, By momHoxkje BUCUHE U3 TeMeHA B,
a By ocmocumerpuuna ciauka TemeHa B y ommocy ua cumerpany £A. Heka cy P u @
Tayke JOAMpA yIUCAHE W CIOJba NPUNUCAHE Kpy:kHUIEe ca crpanunoMm BC, u Heka je k
Kpys&HUIA Han npednunkoM P(Q). Tanrenrta t us tauke Bs moaupyje Kpy:KHUIY k y TaYKU
T. Hokazartu na kpyskHUIA onucana oko AByB1T momupyje mpasy t.

Ilato je 2n Ttauvaka y paBHu Mehy kojuma HUKOje Tpu Hucy koauaeapue. [locmarpajmo
cBe Moryhe omabupe ox 1o 2n my:Ku Ynju Cy KPajeBU y HATUM Tadykama (CBaKa Tauka je
Kpaj TadHO jemHe on Tux my:ku) u MeDy rojuma ce Hukoje nse He ceky. Jlokaszaru na je
6poj TaxBux omabupa Gap 2", u oxpeauTH 3a KOje ce CBe HPUPOIHE GpojeBe n MOke
nocTuhu jemHakocT 3a 0ap jeHY MOYEeTHY KOH(QUI'YPAIUjy OX 2n Tadakxa.

Bpewme 3a pan 240 munyTa.
Pemema 3amaraka meramHO 0OpPA3ITOKUATH.
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IIpBu pa3pen — b kareropuja

OppenuTu HajMawku IpUpOLaH Opoj koju uMma Tauro 2015 mesunana.

Ilara je kpyskuuna k, men npeunuk AB u tauka C Ha ny:xu AB pasznuuura ol Tadaka
A u B. Tauke X u Y npunanajy Kpy:KHUIU k U CUMETPUYHE Cy y omHOCy Ha AB, mpu
uemy jour Bazku CY L AX. Ilokaszaru na je uerBopoyrao BY CX pom0G.

Bemrak Ha cyny Tpeba na u3 romuse ox 14 nospunha nzasoju 7 naxeaux (lHeMy je mO3HATO
Koju HOoBuuhU cy naskau a koju npasu). Cymy je MO3HATO Ha Cy JaKHU HOBUMNU JIAKIIN
Ol MPAaBUX U J& UX MMa TAYHO 7, KA0 U TO Oa Cy CBU JaykHU HOBuUmhu mehycoGHO mcte
TERUHE U CBU IpaBu HOBUmhu MelhycoOHO mcTe TeskmHe. BemTak Ha pacmosaramy UMa
Bary 06e3 Terosa 3a m3BOhEmE€ CBOjUX MOKa3a mpen cymom. /lokaszatu ma y HajBUIIe 3
Mepema BEeIITAaK MOKE CYLY Oa HOKasKe KOjU Cy HOBUMNU JasKHU.

Ha komwmko ce maumna mory oGojutu temena neroyria ABCDE nomohy uyerupu Goje
aKoO CycemHa TeMeHa He MOTy Outu ucrte 6oje?

Axo je moaunOM
az® + bzt + b + az® + cx — 62

AeJ/bUB IIOJIMHOMOM
22% — 5z + 2,

uzpauynaru 3a + 2b.

Bpewme 3a pan 240 MmunyTa.
Pemema 3amaraka meramHO 0OpPA3ITOKUATH.



MwuHuUCTAapCTBO IPOCBETE, HAYKE M TEXHOJIOIIKOT Pa3Boja
IpymrBo maremaruuapa Cpbuje

NP KABHO TARKMUWYEILE 13 MATEMATURKE
YUEHUMKA CPEIIHLUX ITTKOJIA

28. ¢pedpyap 2015.

Ipyru paspex — B kareropuja

OppenuTu cBe IpPUPOAHE OpOjeBe N TaKBe Oa je
Vn + 2015 — vn
panuroHaJsaH Opoj.

Yuyrap kBagpara ABCD nara je tauka M 3a kojy Bawku {AMBD = LMDC = 28°.
Uzpauynatu L MAD.

Kpamuna Amazonrku ['o6a je umana 5 hepku; 6 o1 HeHUX JKEHCKAX MTOTOMAaKa Cy UMaJie
no 4 hepre cBaka, 11 oo HBEHUX KEHCKMX HOTOMAaKa Cy MMaje Mo 2 Nepke cBaka, a
nmpeocraJjie HUCY uMaje mene. AKO je mo3HATO ma Kpadsuia 1'o0a Huje mMmasia MyIIKUX
MOTOMAKAa, KOJUKO je YKYIHO KeHCKUX MOTOMAaKa MMaJia OBa KpaJsbuna?

3a Koje BPeIHOCTU PEasHOT IapaMeTpa @ je CKyIl pellemha HejeTHaunHe
2? —a(l+a*)z+a* <0
noxckyn uarepsaia (—3,—1)? (IIpasan ckyn je moACKyn OUIIO KOU CKyma.)

Heka cy a, b u ¢ komniaekcarn 6POjeBU je MMHUIHOT MOIYJIa TAKBU Oa Baku a +b+c= 1.
IlokasaTu ma je 6ap jeman on OpojeBa a, b unu ¢ jemuak 1.

Bpewme 3a pan 240 munyTa.
Pemema 3amaraka meramHO 0OpPA3IIOKUATH.
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Tpehu paspen — B kareropuja

Y ckymy mpupomHux O6pojeBa PEmUTH jeTHAUNHY

1 1 2
z oy 101

[Tepuna mma j jabykra m k xopmu koje cy pacmnopebene 3a OKpyrsimM CTOJIOM. 3a KOje
Bpenuoctu j u k Ilepuma moske pacnopemutu jabyke y KOpIEe Ha TaKaB HAYWH 1a CE 34
CBakKe JBe cycemHe Kopie OpojeBu jabyka y HUMa Pas3iuKyjy TadHo 3a 17

IlokaszaTu je IHAKOCT

16 sin® 10° + 8sin® 10° — 12sin? 10° — 4sin 10° + 1 = 0.

[To3utuBHU O6pOjeBU = U Y 3aA0BOJHABAJY HEjeTHAKOCT

2 2
e 4y <2
T+ 2y

Joka3aTu ma Tana BasKU
+y <5

Ha paBau cTo mocTaBbeHe Cy YeTUPU JIOTITE IPU YeMY ce cBake ABe moaupyjy. [lomympe-
YHUNU TPU OX T€ UETUPHU JionTe m3Hoce 2, 3 u 6. V3pauyHaTty HOJYyIPEUHUK UETBPTE
Jiomnre.

Bpewme 3a pan 240 MmunyTa.
Pemema 3amaraka meramHO 0OpPA3ITOKUATH.
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Yerspru paspen — B kareropuja

[Ter pasznuuuTtux neaux 6pojesBa a, b, ¢, d u e 3a70BOHABAJY je AHAKOCT
B3-—a)3-0)B—-0)(3—-d)(3—¢)=12.
Wspauynatu a + b+ c+ d + e.

OnmpemuTy KOMMKO MMa n-TOPE: (X1, T, ..., Ty) KOM KOJUX jé CBAKa KOODAWHATA W3 CKyNa
{0,1,2} u mpurom je 36up x1 + x3 + - - - + T, mapan.

Onpemutu cBe moryhe BpenHoctu napamerpa a € R TakBe na cBe HyJe IOJIMHOMA,
P(z) = 2* + az® + a®z — 1
uMajy MehycoOHO jenmake MOmyJIe.

Y kouBekcuoMm uverBopoyriy ABCD Baxu AD =2, {ABD = LACD = 90° u pacrtojame
msmeby memrapa ymucamumx kpyxEmma y AABD u AACD wussocu v/2. Hahu nysumy
crpanune BC.

Hahwu majuamy u HajBehy BpemHocT m3pasa

(‘T - y)2 + xy,

y3 ycCJOB
2?4 y? =4,

Bpewme 3a pan 240 munyTa.
Pemema 3amaraka meramHO 0OpPA3IIOKUATH.



