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Rexeǌa zadataka

Prvi razred – A kategorija

1. Za svako k ∈ N va�i tvr�eǌe: 3 | k2 ⇒ 3 | k, tj. 3 | k2 ⇒ 9 | k2. Ako bi postojali celi brojevi m i n za koje va�i
(m+ n+ 2)2 = 3(mn+ 1), sledilo bi 3 | (m+ n+ 2)2, pa i 9 | (m+ n+ 2)2, tj. i 3 | mn+ 1. Iz 3 | mn+ 1 sledi da nijedan
od brojeva m i n ne mo�e biti deǉiv sa 3, niti oba mogu davati jednake ostatke pri deǉeǌu sa 3. Dakle, jedan od
ǌih daje ostatak 1 pri deǉeǌu sa 3, a drugi daje ostatak 2. Zapiximo m = 3p+ 1 i n = 3q+ 2 za neke p i q. Ali tada
imamo m+ n+ 2 = 3(p+ q + 1) + 2, xto je nemogu�e jer 3 | m+ n+ 2.

Dakle, ne postoje celi brojevi m i n takvi da va�i (m+ n+ 2)2 = 3(mn+ 1). (Tangenta 72, str. 14, zad. M1132.)

2. a) Pretpostavimo da va�i x2 + y2 + z2 + w2 = xyzw. Tada imamo

(yzw − x)2 + y2 + z2 + w2 = y2z2w2 − 2xyzw + x2 + y2 + z2 + w2 = y2z2w2 − xyzw = (yzw − x)yzw.

b) Primetimo da je (2, 2, 2, 2) rexeǌe postavǉene jednaqine. Neka je (x, y, z, w) takvo rexeǌe za koje va�i 2 6 x 6 y 6 z 6
w. Odatle dobijamo yzw−x > 4w−x > 3w > w. Prema delu pod a), od rexeǌa (x, y, z, w) dobijamo rexeǌe (y, z, w, yzw−x)
(gde su, u obe qetvorke, brojevi sortirani po veliqini), i dobijeno rexeǌe je razliqito od prethodnog budu�i da je
yzw− x ve�e od w. Poqevxi od (2, 2, 2, 2), ponavǉaǌem ove procedure dobijamo beskonaqno mnogo razliqitih rexeǌa.

3. Neka je k broj nacrtanih pravih. Kako prava a seqe taqno 3 od ǌih, me�u povuqenim pravima postoje k − 3 me�u
kojima su svake dve paralelne, i me�u kojima se nalazi i prava a; oznaqimo skup ovih pravih sa A . Primetimo da
me�u ǌima nije ni prava b ni prava c (jer bi u suprotnom i one sekle taqno 3 druge prave). Dakle, prave b i c su dve
od tri prave koje prava a seqe. Prave b i c nisu paralelne, budu�i da bi u tom sluqaju one sekle isti broj pravih, a
xto je u suprotnosti s uslovom zadatka. Neka je d preostala prava koju seqe prava a, razliqita od pravih b i c. Ako
bi prava d sekla obe prave b i c, tada bi prave b i c sekle podjednak broj pravih, xto je nemogu�e. Pretpostavimo
d ‖ c. Tada prava b seqe ukupno k− 1 pravu (sve prave iz klase A , i jox prave c i d), odakle imamo k− 1 = 4, tj. k = 5.
Prava c u tom sluqaju seqe 2 prave koje saqiǌavaju klasu A , i jox pravu b, xto je ukupno 3 prave, kontradikcija.
Dakle, preostaje d ‖ b. Tada prava b seqe ukupno k−2 prave, odakle imamo k−2 = 4, te dobijamo rexeǌe k = 6 (prava c
u tom sluqaju seqe 3 prave koje qine klasu A , i jox prave b i c, xto je ukupno 5 pravih, pa je uslov zadatka ispuǌen).
(Tangenta 73, str. 48, zad. 24.)

Op 2014 1A 4

4. Iz prvog para paralelnosti sledi P4FAB = P4ABC i P4CDE = P4DEF , a iz drugog
para P4ABC = P4BCD i P4DEF = P4EFA. Posledǌa paralelnost daje P4BCD = P4CDE,
pa sada imamo P4FAB = P4ABC = · · · = P4EFA. Prema tome, taqke E i B su na jednakom
rastojaǌu od prave FA, tj. BE ‖ FA.

5. Prvo, nemogu�e je da za stolom nema uopxte iskrenih ǉudi, jer tada bi izjava bilo
kog od ovih 2014 ǉudi (la�ova, dakle) bila istinita, xto je nemogu�e jer oni stalno
priqaju neistinu. Zatim, poxto sada znamo da imamo bar jednog iskrenog qoveka, onda
je jasno da su svi ostali, osim ǌega i mo�da ǌegovih suseda, la�ovi. Dakle, postoje
najvixe 3 iskrena qoveka za stolom. Pretpostavimo da postoje taqno 3 iskrena qoveka.
To bi morala biti 3 uzastopna qoveka za stolom. Oznaqimo ih sa A, B i C, pri qemu je
B izme�u A i C. No tada bi iskazi ǉudi A i C bili netaqni, xto je u kontradikciji s
pretpostavkom da su oni iskreni ǉudi. Pretpostavimo sada da je samo 1 iskren qovek
za stolom. Tada bi iskazi ǌegovih prvih suseda s leve i desne strane bili istiniti,
ali to je nemogu�e jer su oni po pretpostavci la�ovi, te ne mogu davati istinite
iskaze. Dakle, za stolom moraju sedeti taqno 2 iskrena qoveka. Raspored u kom ova
dva qoveka sede jedan do drugog predstavǉa primer da je ovakva situacija zaista mogu�a.

Drugi razred – A kategorija

1. Prvo rexeǌe. Oqigledan uslov je x > 0. Daǉe, zbog
√

3 +
√
x = 3 − x mora va�iti x 6 3. Kvadriraǌem posledǌe

jednaqine dobijamo 3+
√
x = 9−6x+x2, tj.

√
x = 6−6x+x2. Kvadriramo i ovu jednaqinu, uz uslov 6−6x+x2 > 0, posle

qega dobijamo x = x4 − 12x3 + 48x2 − 72x+ 36, xto se svodi na x4 − 12x3 + 48x2 − 73x+ 36 = 0. Potra�imo jednostavnije



faktore polinoma na levoj strani: nalazimo da je deǉiv sa x− 1 i x− 4, tj. dobijena jednaqina mo�e se zapisati u
obliku (x− 1)(x− 4)(x2 − 7x+ 9) = 0. Odatle, ǌegove nule su x1 = 1, x2 = 4, x3 = 7−

√
13

2 i x4 = 7+
√

13
2 . Drugu i qetvrtu

nulu odbacujemo jer ne upadaju u interval [0, 3]. Tre�u nulu tako�e odbacujemo jer za ǌu va�i 6−6x3+x2
3 = 1−

√
13

2 < 0.
Ostaje x = 1 kao jedino rexeǌe polazne jednaqine.

Drugo rexeǌe. Uoqavamo da je x = 1 jedno rexeǌe postavǉene jednaqine. Za x > 1 va�i x+
√

3 +
√
x > 1+

√
3 +
√

1 = 3,
a za x < 1 va�i x+

√
3 +
√
x < 1 +

√
3 +
√

1 = 3. Prema tome, x = 1 je jedino rexeǌe. (Tangenta 70, str. 31, zad. II.4.)

2. Neka se posmatrani broj, oznaqimo ga sa n, zavrxava sa taqno k nula, gde je k > 0. Dakle, n = x · 10k za neki
prirodan broj x koji se zavrxava cifrom 2. Primetimo da je broj n deǉiv sa 5k ali ne i sa 5k+1. Dakle, da bi n

bio potpun kvadrat, k mora biti paran broj. Sada iz n = x · 10k = x · (10
k
2 )2 sledi da i x mora biti potpun kvadrat.

Ukoliko je broj x jednocifren (dakle, broj 2), imamo odmah kontradikciju. Dakle, x ima bar dve cifre. No, bez
obzira na to da li je pretposledǌa cifra broja x jednaka 0 ili 2, u oba sluqaja dobijamo da dvocifreni zavrxetak
broja x nije deǉiv sa 4, pa zakǉuqujemo da je broj x deǉiv sa 2 ali ne i sa 4; odatle, x ne mo�e biti potpun kvadrat,
kontradikcija. (Tangenta 74, str. 36, zad I.4.)
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3. Neka su k1 i k2 kru�nice opisane oko 4PCA i 4QCB, redom.
Oznaqimo ]PCA = ]QCB = α i ]PAQ = ]PBQ = β. U sluqaju da je
C sredixte du�i AB, tvr�eǌe je oqigledno zbog simetrije. Inaqe,
neka je O drugi presek kru�nice opisane oko 4PCQ sa preqnikom AB.
Imamo ]OPQ = ]QCB = ]PCA = ]PQO, te sledi OP ∼= OQ. Dakle,
O se nalazi na simetrali du�i PQ, koja jedino mo�e da seqe preqnik
kru�nice k u centru, pa sledi da je O centar kru�nice k. Imamo
]PCQ = ]POQ = 2]PBQ = 2β, te sledi 180◦ = ]ACP + ]BCQ +
]PCQ = 2α+ 2β, tj. α+ β = 90◦. Neka je c normala u taqki C na AB.
Neka je X presek c i BP . Poxto imamo ]XCA = ]XPA = 90◦, sledi
da X pripada kru�nici k1. Daǉe, poxto imamo ]XCP = ]XAP =
β, sledi da taqka X pripada i du�i AQ. Na sliqan naqin se sada
dokazuje da X pripada i kru�nici k2, te je CX zajedniqka tetiva dve
kru�nica k1 i k2. Dakle, O1O2⊥CX⊥AB, te sledi O1O2 ‖ AB.

4. Iz uslova zadatka imamo x2 + y2 = x4−y4

x2−y2 ∈ Q; iz ovoga i x2− y2 ∈ Q
sledi x2, y2 ∈ Q. Daǉe, za neki nenula racionalan broj q imamo x6 =
(x3)2 = (y3 + q)2 = y6 + 2qy3 + q2, pa kako x6, y6 ∈ Q (zbog x6 = (x2)3 ∈ Q), iz posledǌe jednakosti dobijamo y3 ∈ Q. Sada
iz y2 ∈ Q i y3 ∈ Q sledi y ∈ Q. Analogno se dokazuje x ∈ Q.

5. Oznaqi�emo sa Tn minimalni broj telefonskih razgovora koji je potrebno obaviti da bi svih n doma�ica saznalo
svih n traqeva. Lako se izraqunava T2 = 1 i T3 = 3. Induktivno �emo pokazati da je Tn = 2n− 3. Neka je A jedna od
dve doma�ice koje su obavile posledǌi telefonski razgovor. Ona je svakako morala i pre tog posledǌeg razgovora
obaviti bar jedan da bi prvo predala svoj traq ostalima, a u posledǌem razgovoru je saznala traqeve koje nije znala
dotad. Preostalih n − 1 oqajnih doma�ica morale su me�usobno obaviti Tn−1 razgovora i razmeniti svojih n − 1
traqeva (pri qemu �e razmeǌivati i traq koji je potekao od doma�ice A); zaista, primetimo da ovih n− 1 doma�ica
ne mo�e ubrzati svoju komunikaciju (tj. smaǌiti broj poziva) tako xto bi ponekad razgovarali i s doma�icom A,
jer pozivaǌem doma�ice A ne mogu saznati vixe informacija nego xto bi saznali kada bi pozvali onu doma�icu
koja je prethodno razgovarala sa A. Ovim smo pokazali nejednakost Tn > Tn−1 + 2 = (2n− 5) + 2 = 2n− 3.

Poka�imo jox kako se ovaj broj mo�e dosti�i. Neka prvi telefonski razgovor bude razgovor doma�ice A i bilo
koje od preostalih n − 1 doma�ica. Zatim preostalih n − 1 doma�ica obave Tn−1 = 2n − 5 razgovora tokom kojih �e
me�usobno razmeniti sve sopstvene traqeve, kao i traq koji je potekao od doma�ice A. Najzad, u posledǌem razgovoru
jedna od tih n− 1 doma�ica razgovara s doma�icom A i na taj naqin i doma�ica A sazna sve traqeve.

Tre�i razred – A kategorija

1. Za n = 1 trivijalno imamo jednu takvu funkciju. Nadaǉe pretpostavǉamo n > 2.
Neka je f jedna takva funkcija. Primetimo da je g = f ◦ f bijekcija. Doka�imo da onda i f mora biti bijekcija.

Ako f ne bi bila ,,1-1“, postojali bi a, b ∈ A takvi da va�i f(a) = f(b), pa i f(f(a)) = f(f(b)), tj. g(a) = g(b), xto je
nemogu�e. S druge strane, ako f ne bi bila ,,na“, postojao bi element a ∈ A takav da ne va�i f(x) = a ni za jedno
x ∈ A. Me�utim tada ne bi va�ilo ni g(x) = a ni za jedno x ∈ A, xto je ponovo kontradikcija.
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Daǉe, mo�emo uoqiti da za svako x ∈ A postoji m ∈ N takvo da va�i x =
g(g(. . . g︸ ︷︷ ︸
m puta

(1) . . . )) (ka�emo: svaki element x ∈ A pripada orbiti elementa 1 za bijekciju

g). Odatle sledi i da svaki element x ∈ A pripada orbiti elementa 1 za bijekciju f .
Obele�imo b = f(1). Iz uslova zadatka vidimo da mora va�iti f(b) = g(1) = 2.

Indukcijom pokazujemo da za sve x koji ispuǌavaju x 6 n− b+ 1 va�i f(x) = x+ b− 1,
a da za sve x koji ispuǌavaju x > b va�i f(x) = x − b + 2. Zaista, za bazne sluqajeve
uzimamo x = 1 i x = b; zatim, ukoliko za x > 1 va�i x 6 n−b+1, tada induktivni korak
glasi f(x) = f(f(x+b−2)) = g(x+b−2) = x+b−1 (primetimo da su ispuǌene nejednakosti
x+b−2 > 2+b−2 = b i x+b−2 6 n−b+1+b−2 = n−1, xto omogu�ava prikazani raqun), a za
x > b sliqno imamo f(x) = f(f(x−b+1)) = g(x−b+1) = x−b+2, qime je tvrdǌa dokazana.
Specijalno, f(n) = n− b+ 2, odakle sledi f(n− b+ 2) = f(f(n)) = g(n) = 1. Primetimo
da va�i f(n) < b (ako bi va�ilo f(n) > b, sledilo bi f(f(n)) = f(n) + b − 1 > 2b − 1,
ali s druge strane imamo f(f(n)) = g(n) = 1). Poxto je svaki element x ∈ A u orbiti
elementa 1 za bijekciju f , me�u elementima 1, f(1), f(f(1)), . . . , n, n − b + 2 nalaze se
svi elementi skupa A. No, primetimo da smo na ovaj naqin, ne raqunaju�i posledǌi
element, izlistali upravo sve elemente x za koje va�i nexto od 1 6 x 6 n − b + 1 ili b 6 x 6 n (elementi iz ,,prve
grupe“ i ,,druge grupe“ javǉaju se naizmeniqno), tj. ukupno smo izlistali (raqunaju�i i posledǌi) taqno 2(n−b+1)+1
elemenata. Odatle zakǉuqujemo 2(n− b+ 1) + 1 = n, tj. n = 2b− 3.

Dakle, ako je n paran broj, ne postoji takva funkcija f . Ako je n neparan broj, ona je jednoznaqno odre�ena gorǌim
razmatraǌima, tj.

f(x) =


x+

n+ 1
2

, za x 6
n− 1

2
;

x− n− 1
2

, inaqe.
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2. Neka je D podno�je visine iz C na AB, x = P3Q3, p = AD = b cosα,
q = BD = a cosβ i h = CD = b sinα = a sinβ. Imamo AP3 = px

h i BQ3 = qx
h , te

va�i AM3 = px
h + x

2 i M3B = qx
h + x

2 , odakle dobijamo

AM3

M3B
=

2p+ h

2q + h
=

2b cosα+ b sinα
2a cosβ + a sinβ

=
b

a

(
2 cosα+ sinα
2 cosβ + sinβ

)
.

Oqito mno�eǌe ovog i analognih izraza za BM1
M1C

i CM2
M2A

daje 1, te se prema
Qevinoj teoremi prave AM1, BM2 i CM3 seku u jednoj taqki.

3. Broj 420 ima navedenu osobinu: zaista, 420 = 3 · 4 · 5 · 7 i 7 < 3
√

420 < 8.
Pretpostavimo da je n > 420 broj koji ima navedenu osobinu. Tada brojevi
3, 4, 5 i 7 dele n, pa sledi n > 840 > 729 = 93. Odatle jox i brojevi 8 i 9
dele n, pa sledi n > 5 · 7 · 8 · 9 = 2520 > 2197 = 133. Zakǉuqujemo da jox i
brojevi 11 i 13 dele n, odakle dobijamo n > 5 · 7 · 8 · 9 · 11 · 13 > 6859 = 193.
Neka je k prirodan broj takav da va�i 19k 6 3

√
n < 19k+1. Tada brojevi 5k, 7k, 9k, 11k, 13k, 16k, 17k i 19k dele n, xto

nas dovodi do slede�e kontradikcije:

n > 5k · 7k · 9k · 11k · 13k · 16k · 17k · 19k = 19k(4 · 5)k(3 · 7)k(2 · 11)k(2 · 13)k(3 · 17)k > 196k > 193k+3 > n.

Prema tome, najve�i broj s tra�enom osobinom je 420. (Tangenta 70, str. 12, zad. M1102.)

4. Neka su du�ine stranica posmatranog trougla jednake a, a+ 1 i a+ 2. Iz sinusne teoreme i uslova zadatka imamo
a

sinα = a+2
sin 2α = a+2

2 sinα cosα , odakle dobijamo cosα = a+2
2a . Sada na osnovu kosinusne teoreme mo�emo sastaviti jednaqinu

a2 = (a + 1)2 + (a + 2)2 − 2(a + 1)(a + 2)a+2
2a , xto se svodi na 0 = a2 − 3a − 4. Rexeǌa ove jednaqine su a1 = 4 i a2 = −1.

Negativno rexeǌe odbacujemo, te ostaje a = 4, i du�ine stranica posmatranog trougla su 4, 5 i 6. (Tangenta 74, str.
12, zad. M1177.)

5. Svaki najkra�i put od taqke P do taqke Q mora biti sastavǉen od pomeraja u nekom od smerova ,,gore-desno“ ili
,,dole-desno“, i obratno, svaki put od taqke P do taqke Q sastavǉen isǉuqivo od takvih pomeraja jeste jedan put od P
do Q najkra�e mogu�e du�ine. Posmatrajmo qetiri qvora na vertikalnoj osi simetrije mre�e iz postavke. Svaki put
od P do Q mora pro�i kroz taqno jedan od ǌih. Posmatrajmo najpre puteve koji prolaze kroz najni�i od tih qvorova.
Puteva od taqke P do tog qvora ima

(
9
3

)
= 84 (du�ina svakog takvog puta iznosi 9, i od tih 9 pomeraja taqno 3 moraju

biti u smeru ,,gore-desno“); zbog simetrije, od uoqenog qvora do taqke Q postoje tako�e 84 puta, pa zakǉuqujemo
da tra�enih puteva od taqke P do taqke Q koji prolaze kroz uoqeni qvor ima 842 = 7056. Zbog simetrije, tra�enih
puteva od P do Q koji prolaze kroz najvixi od uoqena qetiri qvora ima tako�e 7056. Na sliqan naqin izraqunavamo
da, za svaki od sredǌa dva qvora, tra�enih puteva od P do Q koji prolaze kroz ǌega ima

(
9
4

)2
= 1262 = 15876. Dakle,

ukupan broj tra�enih puteva iznosi 2 · 7056 + 2 · 15876 = 45864.



Qetvrti razred – A kategorija

1. Po uslovu zadatka imamo

0 = x2
1 + x2

2 + · · ·+ x2
n − x1 = x2

1 + x2
2 + · · ·+ x2

n − x1(x1 + x2 + · · ·+ xn) = x2(x2 − x1) + x3(x3 − x1) + · · ·+ xn(xn − x1).

Me�utim, kako va�i 0 6 xi 6 x1 za i = 2, . . . , n, svi sabirci xi(xi − x1) u gorǌem izrazu su nepozitivni. Odatle sledi
xi(xi − x1) = 0, tj. za svako i imamo xi = x1 ili xi = 0. Ako je ispuǌeno x1 = x2 = · · · = xk i xk+1 = · · · = xn = 0, onda
sledi x1 = 1

k , i tada su uslovi zadatka zadovoǉeni. Prema tome, mogu�e vrednosti broja x1 su 1, 1
2 ,

1
3 , . . . ,

1
n .

2. Oznaqimo sa P maksimalni tra�eni proizvod. Jasno je da nijedan od qinilaca proizvoda P nije jednak 1. Doka�imo
da nijedan qinilac ne bi mogao biti ni ve�i od 4. Zaista, ako bi neki ǌegov qinilac, recimo k, bio ve�i od 4, onda
bi proizvod koji umesto k ima qinioce 2 i k − 2 bio ve�i od P (zbog 2(k − 2) > k za k > 4), a odgovaraju�i zbir
bi tako�e bio 2013. Daǉe, svaku qetvorku u proizvodu mo�emo zameniti sa dve dvojke (qime se ne meǌa ni zbir ni
proizvod), pa zakǉuqujemo P = 2a3b za neke a i b. Najzad, kako va�i 23 < 32 i 2 + 2 + 2 = 3 + 3, jasno je da dvojki ne
mo�e biti vixe od dve, tj. a ∈ {0, 1, 2}. Budu�i da 3 | 2013 i va�i

2013 = 3 · 671 = 3 + 3 + · · ·+ 3︸ ︷︷ ︸
2013 puta

,

zakǉuqujemo P = 3671. (Tangenta 72, str. 14, zad. M1136.)
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3. Postavimo kvadrat ABCD u koordinatni sistem kao na slici. Neka je
T (x, y) proizvoǉna taqka kru�nice k. Tada va�i x2+y2 = a2. Mo�emo zapisati−→
TA = (−a−x,−a−y), −→TB = (a−x,−a−y), −→TC = (a−x, a−y) i −−→TD = (−a−x, a−y).
Odatle lako izraqunavamo

cos2 αT =

(
(−a− x,−a− y)√

(−a− x)2 + (−a− y)2
· (a− x, a− y)√

(a− x)2 + (a− y)2

)2

=
a2

5a2 − 8xy
,

zatim

cos2 βT =

(
(a− x,−a− y)√

(a− x)2 + (−a− y)2
· (−a− x, a− y)√

(−a− x)2 + (a− y)2

)2

=
a2

5a2 + 8xy
,

i najzad

tg2 αT + tg2 βT =
1

cos2 αT
+

1
cos2 βT

− 2 =
5a2 − 8xy

a2
+

5a2 + 8xy
a2

− 2 = 8.

(Tangenta 71, str. 16, zad. M1110.)

4. Kako je an jednako cifri jedinica broja 20a0 +21a1 + · · ·+2n−1an−1, zakǉuqujemo da je an+1 zapravo cifra jedinica
broja an + 2nan = (2n + 1)an, a to je cifra jedinica proizvoda cifara jedinica brojeva 2n + 1 i an. Obele�imo sa bn
cifru jedinica broja 2n+1. U nizu ure�enih parova {(bn, an) : n > 0} mora do�i do ponavǉaǌa, jer an, bn ∈ {0, 1, . . . , 9}.
Me�utim, ako je n < k, bn = bk i an = ak, mora biti i bn+1 = bk+1 i an+1 = ak+1, te dobijamo da je (an+1, an+2, . . . , ak)
jedan period datog niza.

5. Doka�imo najpre slede�u lemu.
Lema. Neka je Ln broj podskupova skupa {1, 2, 3, . . . , n} u kojima se ne nalaze dva uzastopna prirodna broja, kao ni

brojevi 1 i n istovremeno. Tada je L1 = 1, L2 = 3 i Ln = Ln−1 + Ln−2 za n > 3.
Dokaz. Za n = 1 jedini skup s tra�enom osobinom je ∅, a za n = 2 jedina tri takva skupa su ∅, {1} i {2}. Neka je

sada n > 3. Posmatrajmo podskupove skupa {1, 2, . . . , n} koji zadovoǉavaju uslov leme. Za svaki takav podskup, ǌegov
presek sa skupom {1, n − 1, n} mo�e biti samo nexto od slede�eg: ∅, {1}, {n − 1}, {n} ili {1, n − 1}. Oni posmatrani
podskupovi kod kojih je takav presek jedna od prve tri navedene mogu�nosti mogu se drugim reqima opisati upravo
kao podskupovi skupa {1, 2, . . . , n − 1} u kojima se ne nalaze dva uzastopna prirodna broja, kao ni brojevi 1 i n − 1
istovremeno, a takvih ima Ln−1. Razmotrimo sada posmatrane podskupove koji u preseku sa skupom {1, n−1, n} daju {n}
ili {1, n− 1}. Tvrdimo da takvih ima Ln−2. Uspostavi�emo bijekciju izme�u ǌih i podskupova skupa {1, 2, . . . , n− 2}
u kojima se ne nalaze dva uzastopna prirodna broja, kao ni brojevi 1 i n − 2 istovremeno. Zaista, ako posmatramo
podskup koji u preseku sa {1, n − 1, n} daje {n}, tada uklaǌaǌem elementa n dobijamo jedan zadovoǉavaju� podskup
skupa {1, 2, . . . , n − 2} (koji, primetimo, ne sadr�i element 1); ako posmatramo podskup koji u preseku sa {1, n − 1, n}
daje {1, n− 1}, tada taj podskup ne sadr�i element n− 2, pa uklaǌaǌem elementa n− 1 dobijamo jedan zadovoǉavaju�
podskup skupa {1, 2, . . . , n− 2} (koji ovog puta sadr�i element 1). Jasno je da je ovakvo preslikavaǌe bijekcija, qime
je lema dokazana.



Vratimo se sada na postavǉeni zadatak. Neka su vitezi raspore�eni za okruglim stolom na naqin koji je pred-
vi�en u postavci, i neka su obele�eni slovima v1, v2, v3, . . . , v2013 redom kako sede. Primetimo da su me�u vitezovima
v1, v184, v367, . . . , v1831 neprijateǉi taqno oni vitezovi koji su susedi u ovom nizu, i dodatno vitezovi v1 i v1831; oda-
tle, od ǌih se mo�e formirati grupa me�u kojima nema neprijateǉa na taqno L11 = 199 naqina (pri qemu smo ovde
uraqunali i prazan skup). Na isti naqin zakǉuqujemo da od vitezova v2, v185, v368, . . . , v1832 mo�emo formirati grupu
na taqno L11 naqina, i tako rezonujemo sve do niza v183, v366, v549, . . . , v2013. Svim mogu�im kombinacijama do sada nave-
denih grupa dobijamo broj L

2013
11

11 = 199183. Kako grupa koju na kraju formiramo mora biti neprazna, odbacuju�i taj
sluqaj dobijamo rexeǌe 199183 − 1.

Prvi razred – B kategorija

1. Dati izraz mo�emo transformisati kao 25! + 26! = 25! · (1 + 26) = 25! · 27 = 25! · 33. Svaki tre�i broj u proizvodu
1 · 2 · 3 · · · 25 deǉiv je sa 3, tj. takvih brojeva ima 8, xto zasad daje 38 | 25!. Brojevi 9 i 18 deǉivi su ne samo sa 3 nego
i sa 9, xto dodaje jox po jedan faktor 3 u broju 25!. Drugim reqima, imamo 310 | 25! ali 311 - 25!. Dodaju�i jox i tri
faktora 3 koja dolaze od drugog qinioca, zakǉuqujemo da 313 | 25! ali 314 - 25!, tj. n = 13.
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2. Primetimo: za bilo koju taqku M na nekom najkra�em putu
od P do Q, u taqku M mo�emo sti�i samo iz taqke L koja se
nalazi neposredno levo od M ili iz taqke I koja se nalazi
neposredno ispodM (slika levo). Zato je broj najkra�ih puteva
od P do M jednak zbiru broja najkra�ih puteva od P do L
i broja najkra�ih puteva od P do I. Neposrednim prebraja-
ǌem, prikazanim na slici desno, dobijamo da je broj najkra�ih
puteva od P do Q jednak 200. (Zainteresovanim uqenicima pre-
dla�emo da pogledaju i 5. zadatak u 3A razredu na ovom takmi-
qeǌu, xto je slo�enija verzija ovog zadatka.)

3. Sve mogu�e kombinacije za dva qoveka koje je turista sreo
jesu: (v, v), (v, p), (p, p) i (p, v) (pri qemu u svakoj zagradi na prvom mestu stoji v ukoliko je ni�i qovek vitez a p
ako je podlac, a drugo mesto na sliqan naqin karakterixe vixeg qoveka). Na svoje prvo pitaǌe turista bi dobio
odgovor ,,ne“ samo u qetvrtom sluqaju, a odgovor ,,da“ u svim ostalim sluqajevima. Dakle, poxto turisti odgovor na
prvo pitaǌe nije bio dovoǉan, zakǉuqujemo da je taj odgovor bio ,,da“ i da va�i neki od prva tri sluqaja. Na svoje
drugo pitaǌe turista bi dobio odgovor ,,da“ u prvom i tre�em sluqaju, a odgovor ,,ne“ u drugom sluqaju. Poxto je
turisti ovaj odgovor bio dovoǉan da sazna xta je �eleo, zakǉuqujemo da je odgovor bio ,,ne“ i da va�i drugi sluqaj,
tj. ni�i qovek je vitez a vixi podlac. (Tangenta 73, str. 49, zad. 28.)

4. Dokaza�emo da obe strane posmatrane ekvivalencije imaju istu vrednost za ma kakve vrednosti iskaznih slova
p, q i r. Ukoliko slovo r ima vrednost >, desna strana ekvivalencije ima vrednost >, a vrednost leve strane je
vrednost implikacije oblika ⊥ ⇒ . . . , pa je i vrednost leve strane jednaka >. Daǉe, ukoliko neko od slova p ili q
ima vrednost >, desna strana ekvivalencije ima vrednost >, a vrednost leve strane je vrednost implikacije oblika
. . . ⇒ >, pa je i vrednost leve strane jednaka >. Najzad, ukoliko sva tri posmatrana slova imaju vrednost ⊥, tada
desna strana ekvivalencije ima vrednost ⊥, a leva strana ima vrednost ¬⊥ ⇒ ⊥ ∨ ⊥, tj. > ⇒ ⊥, xto je ⊥. Ovim je
dokaz zavrxen. (Tangenta 73, str. 33, zad. I.2.)

5. Spajaǌe bilo koja dva razdvojena lanqi�a zahteva raskidaǌe i ponovno sastavǉaǌe jedne alke, xto zlatara koxta
3 $. Kako na poqetku imamo qetiri lanqi�a, zlataru treba najmaǌe 9 $ da bi obavio posao. Poka�imo da mu je 9 $ i
dovoǉno. Zlatar mo�e da raskine sve tri alke najmaǌeg lanqi�a, i dve od ǌih iskoristi da od prva tri lanqi�a
napravi jedan otvoren lanqi� (od 15 alki: 13 koliko ukupno ta tri lanqi�a imaju, plus jox 2 uzete od tre�eg
lanqi�a), a tre�u iskoristi za zatvaraǌe lanqi�a ukrug. (Tangenta 73, str. 51, zad. I.6.)

Drugi razred – B kategorija

1. Neka je O centar tog kruga, tj. sredina stranice AD, a E taqka dodira tog kruga sa krakom BC. Lako je uoqiti
4OAB ∼= 4OEB (OE = OA kao polupreqnici pomenutog kruga, ]OAB = ]OEB = 90◦, OB = OB, pa podudarnost
sledi po stavu SSU). Odatle dobijamo AB = BE = a. Analogno dobijamo DC = CE = b. Dakle, BC = a+ b. Neka je F
podno�je normale iz C na AB. Oznaqimo CF = h (ovo je visina posmatranog trapeza). Primenom Pitagorine teoreme
na 4BCF dobijamo (a+ b)2 = h2 + (a− b)2; odavde izraqunavamo h2 = 4ab, tj. h = 2

√
ab. Dakle, povrxina posmatranog

trapeza iznosi: P = h(a+b)
2 = 2

√
ab(a+b)

2 =
√
ab(a+ b).



Op 2014 2B 1

2. Doka�imo da Pera (prvi igraq) dobija. U svom prvom potezu Pera upisuje b = 0.
Tada Mika mora umesto a i c upisati brojeve razliqite od nule. Jednaqina koja se
tako dobija svodi se na x2 = − c

a . Ova jednaqina ili ima dva realna rexeǌa ili nema
nijedno (u zavisnosti od toga da li je vrednost − c

a pozitivna ili negativna); dakle,
Pera pobe�uje ma kako Mika odigrao.

3. Posmatrajmo brojeve 12345678900000, 12345678900001, 12345678900002, . . . , 12345678902012.
Kako oni predstavǉaju 2013 uzastopnih prirodnih brojeva, oni daju sve mogu�e ostatke
pri deǉeǌu sa 2013. Dakle, me�u ovim brojevima postoji neki koji daje ostatak 0 pri
deǉeǌu sa 2013, tj. postoji broj deǉiv sa 2013. (Tangenta 74, str. 12, zad. M1175.)

4. a) Iz uslova zadatka dobijamo y2 = xy·yz
zx ∈ Q (proizvod dva racionalna broja

opet je racionalan broj, i koliqnik dva racionalna broja razliqita od nule opet
je racionalan broj). Analogno dobijamo x2 ∈ Q i z2 ∈ Q. Kako je zbir racionalnih
brojeva opet racionalan broj, dobijamo x2 + y2 + z2 ∈ Q.

b) Iz uslova zadatka imamo
(xyz)2 = (xy)(yz)(zx) ∈ Q.

Daǉe, tako�e iz uslova zadatka kao i dela dokazanog pod a), dobijamo

(x+ y + z)2 = x2 + y2 + z2 + 2xy + 2yz + 2zx ∈ Q.

Kvadrirajmo poznat identitet x3 + y3 + z3 − 3xyz = (x+ y + z)(x2 + y2 + z2 − xy − yz − zx). Dobijamo:

(x3 + y3 + z3)2 − 6(x3 + y3 + z3)xyz + 9(xyz)2 = (x+ y + z)2(x2 + y2 + z2 − xy − yz − zx)2.

Desna strana ove jednakosti jeste racionalan broj (za prvi qinilac smo pokazali da je racionalan, a za drugi to
sledi iz uslova zadatka kao i dela pod a)). Sabirci (x3 + y3 + z3)2 i 9(xyz)2 tako�e su racionalni brojevi. Kako je
i x3 + y3 + z3 racionalan broj razliqit od nule, da bi leva strana bila racionalan broj (xto mora biti, jer smo
za desnu konstatovali da jeste racionalan broj) mora va�iti xyz ∈ Q. Sada lako dobijamo z = xyz

xy ∈ Q, i analogno
sledi x ∈ Q i y ∈ Q. (Tangenta 72, str. 13, zad. M1128.)

5. Kako se nijedna cifra ne sme pojavǉivati vixe od dva puta, svaki od posmatranih qetvorocifrenih brojeva
zapisan je ili pomo�u dve cifre od kojih se svaka pojavǉuje po dva puta, ili pomo�u sve tri dozvoǉene cifre me�u
kojima se jedna pojavǉuje taqno dva puta, a preostale dve taqno po jednom. U prvom sluqaju, ukoliko su te dve cifre 1
i 2, tada mo�emo dobiti brojeve 1122, 1212, 1221, 2112, 2121 i 2211, tj. xest mogu�nosti; isto va�i ukoliko fiksiramo
cifre 1 i 3, odnosno 2 i 3, xto sve zajedno daje 18 mogu�nosti u prvom sluqaju. U drugom sluqaju, ukoliko se cifra
1 pojavǉuje dva puta a preostale dve cifre po jednom, tada mo�emo dobiti brojeve 1123, 1132, 1213, 1312, 1231, 1321,
2113, 3112, 2131, 3121, 2311 i 3211, tj. dvanaest mogu�nosti; isto va�i ukoliko se cifra 2 (a ne cifra 1) pojavǉuje
dva puta, kao i ukoliko se cifra 3 (a ne cifra 1) pojavǉuje dva puta, xto sve zajedno daje 36 mogu�nosti u drugom
sluqaju. Dakle, imamo ukupno 54 takva broja. (Tangenta 74, str. 36, zad. I.1(a).)

Tre�i razred – B kategorija

1. Doda�emo po 2 sin4 x cos4 x = sin4 2x
8 na obe strane. Dobijamo (sin4 x+ cos4 x)2 = 17

32 + sin4 2x
8 . Tako�e iz sin4 x+ cos4 x =

(sin2 x + cos2 x)2 − 2 sin2 x cos2 x = 1 − 2 sin2 x cos2 x = 1 − sin2 2x
2 dobijamo (1 − sin2 2x

2 )2 = 17
32 + sin4 2x

8 . Ako uvedemo smenu
t = sin2 2x

2 , posle sre�ivaǌa dobijamo kvadratnu jednaqinu t2− 4t+ 15
16 = 0. ǋena rexeǌa su 15

4 i 1
4 . Prvo oqito otpada

zbog intervala u kom se nalazi sinus, a iz drugog dobijamo: sin2 2x
2 = 1

4 , tj. sin 2x = ±
√

2
2 , a odavde imamo 2x = π

4 + kπ
2 .

Dakle, skup rexeǌa je: x ∈ {π8 + kπ
4 : k ∈ Z}.

2. U svakoj vrsti postoji bar n + 1 kraǉevskih poǉa, te na celoj tabli ima bar (2m + 1) · (n + 1) kraǉevskih poǉa.
Analogno, na celoj tabli ima bar (2n+ 1) · (m+ 1) carskih poǉa. Neka je K skup kraǉevskih poǉa, a C skup carskih
poǉa. Va�i |K∪C| = |K|+|C|−|K∩C|. Iz ove jednakosti, zatim maloqas dobijenih nejednakosti, i najzad nejednakosti
|K ∪ C| 6 (2m+ 1)(2n+ 1) (jer na tabli ukupno imamo (2m+ 1)(2n+ 1) poǉa) dobijamo

|K ∩ C| = |K|+ |C| − |K ∪ C| > (2m+ 1)(n+ 1) + (2n+ 1)(m+ 1)− (2m+ 1)(2n+ 1) = m+ n+ 1,

xto je i trebalo dokazati.

3. Neka je xy dvocifren broj deǉiv proizvodom svojih cifara. Tada postoji prirodan broj k takav da va�i 10x+ y =
kxy, tj. y = (ky − 10)x. Odavde zakǉuqujemo x | y, pa time i 0 < x 6 y.

Ako va�i x = y, tada sledi 11x = kx2, te sledi 11 = kx. Jedina mogu�nost je k = 11 i x = y = 1.



Ako va�i x < y, tada sledi x 6 4 (u suprotnom y ne�e biti cifra). Za x = 4 dobili bismo y = 8, ali to nije
mogu�e jer bi tada va�ilo 48 = 32k. Za x = 3 va�i 10x = (kx − 1)y, tj. 30 = (3k − 1)y. Kako imamo y 6 9, 3 | y i y | 30,
zakǉuqujemo y = 6. Za x = 2 va�i 20 = (2k− 1)y, i kako imamo y 6 9, 2 | y i y | 20, zakǉuqujemo y = 4. Konaqno, za x = 1
sledi 10 = (k − 1)y, pa y mo�e uzeti vrednosti 2 i 5.

Prema tome, uslove zadatka ispuǌavaju brojevi 11, 12, 15, 24 i 36. (Tangenta 73, str. 14, zad. M1155.)

4. Neka je posmatrani trapez ABCD, pri qemu je AB du�a osnovica. Neka je E podno�je normale iz C na osnovicu AB.
Iz AC⊥BC dobijamo BC = AB cosα = a cosα. Zatim odavde dobijamo CE = BC sinα = a cosα sinα i BE = BC cosα =
a cos2 α. Dobijeno telo mo�e se podeliti na dve podudarne kupe, qiji polupreqnici osnova iznose CE a visine BE,
kao i jedan vaǉak polupreqnika osnove CE i visine CD. Odatle je tra�ena zapremina jednaka:

V = 2 · 1
3
CE2 ·π ·BE+CE2 ·π ·CD =

2
3
(a cosα sinα)2π(a cos2 α)+(a cosα sinα)2π(a−2a cos2 α) = a3π cos2 α sin2 α

(
1− 4 cos2 α

3

)
.
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(Tangenta 69, str. 29, zad. III.5.)

5. Ako bi me�u onih xest uzastopnih dana tokom kojih je deqak davao nama poznate
odgovore bili i ponedeǉak i utorak, morali bismo imati dva uzastopna ista odgovora
(budu�i da deqak i ponedeǉkom i utorkom govori istinu), xto nemamo; dakle, jedine
dve mogu�nosti koje preostaju jesu mogu�nost da je niz pitaǌa poqeo u utorak (a xesti
odgovor dobili smo u nedeǉu), kao i mogu�nost da je niz pitaǌa poqeo u sredu (a xesti
odgovor dobili smo u ponedeǉak). Pretpostavimo da je posredi druga mogu�nost. Tada
smo u subotu dobili odgovor ,,Toma“, a u ponedeǉak tako�e odgovor ,,Toma“; no, ovo je
nemogu�e budu�i da subotom deqak uvek la�e, a ponedeǉkom uvek govori istinu. Dakle,
ostaje jedino prva mogu�nost; kako je u tom sluqaju deqak u utorak dao odgovor ,,Ivan“
a utorkom uvek govori istinu, i kako je u tom sluqaju sedmi dan ponedeǉak, kada
deqak opet govori istinu, zakǉuqujemo da je sedmog dana deqak dao odgovor ,,Ivan“.
(Tangenta 73, str. 52, zad. II.8.)

Qetvrti razred – B kategorija

1. Prvo rexeǌe. Na osnovu jednaqine iz postavke sledi da su x1 = 4
√
x− 2 i x2 = 4

√
4− x rexeǌa neke kvadratne

jednaqine oblika x2 − 2x + q = 0, za pogodno odabrano q. Nadaǉe �emo koristiti slede�e jednakosti: x1 + x2 = 2
(dato u postavci), x1x2 = q (sledi iz Vijetovih formula) i x4

1 + x4
2 = 2 (direktno se uoqava). Na osnovu ǌih imamo

(x1 + x2)2 = x2
1 + x2

2 + 2x1x2, pa je x2
1 + x2

2 = 4 − 2q. Ponovnim kvadriraǌem imamo x4
1 + x4

2 + 2x2
1x

2
2 = 16 − 16q + 4q2, tj.

2 + 2q2 = 16 − 16q + 4q2. Rexavaǌem ove kvadratne jednaqine po q dobijamo q1 = 7, za koje se vidi da x1 i x2 nisu
realni, pa polazna jednaqina tada nema rexeǌa, a za q2 = 1 imamo x1 = x2 = 1, pa dobijamo jedino rexeǌe x = 3.

Drugo rexeǌe. Kao u prethodnom rexeǌu, oznaqimo x1 = 4
√
x− 2 i x2 = 4

√
4− x. Imamo x1 + x2 = 2 i x4

1 + x4
2 = 2.

Primenom nejednakosti izme�u kvadratne i aritmetiqke sredine dva puta dobijamo:

1 = 4
√

1 = 4

√
x4

1 + x4
2

2
=

√√
(x2

1)2 + (x2
2)2

2
>

√
x2

1 + x2
2

2
>
x1 + x2

2
= 1.

Odatle, u gorǌem nizu svugde moraju va�iti jednakosti, xto je mogu�e samo za x1 = x2. Sada iz 4
√
x− 2 = 4

√
4− x

dobijamo x = 3.

2. Nejednakost dokazujemo matematiqkom indukcijom. Za n = 2 nejednakost va�i (svodi se na 2! · 4! > (3!)2, tj. 48 > 36).
Pretpostavimo da posmatrana nejednakost va�i za uoqen prirodan broj n, i doka�imo da ona tada va�i i za n + 1,
tj. 2! · 4! · · · (2(n+ 1))! > ((n+ 2)!)n+1. Imamo:

2! · 4! · · · (2(n+ 1))! = (2! · 4! · · · (2n)!) · (2n+ 2)! > ((n+ 1)!)n · (2n+ 2)! = ((n+ 1)!)n · (n+ 1)! · ((n+ 2)(n+ 3) · · · (2n+ 2))

> ((n+ 1)!)n · (n+ 1)! · (n+ 2)n+1 = ((n+ 1)!)n+1 · (n+ 2)n+1 = ((n+ 2)!)n+1,

xto je i trebalo dokazati. (Tangenta 72, str. 14, zad. M1133.)



Op 2014 4B 3

3. Iz postavǉenih uslova zakǉuqujemo da se teme z3 posmatranog romba dobija rotacijom
temena z1 oko taqke O za 45◦. Drugim reqima,

z3 = z1 ·(cos 45◦+i sin 45◦) = (2
√

2+i)

(√
2

2
+ i

√
2

2

)
=

(
2−
√

2
2

)
+i

(
2 +
√

2
2

)
=

4−
√

2
2

+i· 4 +
√

2
2

.

Teme z2 mo�emo dobiti kao centralnosimetriqnu sliku temena O u odnosu na presek dijago-
nala, tj. u odnosu na sredixte du�i qiji su krajevi temena z1 i z3 (budu�i da se dijagonale
romba polove). Tra�eno sredixte je taqka z1+z3

2 = 4+3
√

2
4 + i · 6+

√
2

4 , odakle dobijamo

z2 = 2

(
4 + 3

√
2

4
+ i · 6 +

√
2

4

)
=

4 + 3
√

2
2

+ i · 6 +
√

2
2

.

(Tangenta 72, str. 31, zad. III.4.)

4. Primetimo da za x = 0 imamo tg 0 = 0 i 0 + 03

3 = 0, tj. obe strane posmatrane nejednakosti su jednake. Doka�imo da
je funkcija f(x) = tg x− x− x3

3 strogo rastu�a u zadatom intervalu. Dovoǉno je pokazati f ′(x) > 0. Imamo:

f ′(x) =
1

cos2 x
− 1− x2 =

1− cos2 x
cos2 x

− x2 =
sin2 x

cos2 x
− x2 = tg2 x− x2.

Ukoliko poka�emo da za x ∈ (0, π2 ) va�i tg x > x, dobijamo f ′(x) > 0, qime bi dokaz bio zavrxen. U tu svrhu,
definiximo g(x) = tg x− x. Kako je g(0) = 0, dovoǉno je pokazati da za x ∈ (0, π2 ) va�i g′(x) > 0. I zaista,

g′(x) =
1

cos2 x
− 1 =

1− cos2 x
cos2 x

=
sin2 x

cos2 x
= tg2 x > 0,

xto je i trebalo dokazati. (Tangenta 69, str. 32, zad. IV.3.)

5. Postoji 900 trocifrenih brojeva. Onih xestocifrenih brojeva koji se mogu predstaviti kao proizvod dva ra-
zliqita trocifrena broja ima najvixe 900·899

2 = 404550, a onih xestocifrenih brojeva koji se mogu predstaviti kao
proizvod dva ista trocifrena broja ima najvixe 900. Odatle, xestocifrenih brojeva koji se mogu predstaviti kao
proizvod dva trocifrena broja ima najvixe 405450, xto je maǌe od polovine ukupnog broja xestocifrenih brojeva
(kojih ima 900000). Dakle, vixe ima onih koji se ne mogu napisati kao proizvod dva trocifrena broja.


