MwuHuUCTapCTBO MPOCBETE, HAYKE M TEXHOJIOMIKOT pPa3Boja
IpymTBo maremaruuapa Cpouje

OIIIITNHCRO TAKMNYEILE N3 MATEMATHUKE
YUEHVMKA CPEIILMX INIKOJIA

13. menemOGap 2014.

IIpBu pa3pen — A Kareropuja

1. lokaszaTm ma He TOCTOje Ieau OPOjeBM M U N TaKBU 1a BaKuU

(m+n+2)* =3(mn+1).

2. a) Hera je ypebena uerBopka (,¥,z,w) pememe jenHadunne
x? + y2 + 22+ w? = TYZW.
Hokazaru na je u (yzw — x,y, 2, w) Takohe pememe UcTe Te jeTHAUNHE.
b) Horasatu na jenHauyuna
x2+y2+22+w2 = TYzw

nMa OECKOHAUYHO MHOTO pellelma y CKYIy MPUPOTHUX OpojeBa.

3. Y paBHU je HanpPTaHO HEKOJMKO nNpaBux. [IpaBa a ceye TayHO TPU OJ OCTAJUX MTPABUX,
a mpaBa b ceue TaUHO YeTUPHU OJ OCTaJuUX npaBux. [IpaBa ¢ ceue TayHO M OO OCTAJUX

npaBux, npu yemy je n # 3 u n # 4. Koauko je mpaBux HAIpTaHO y paBHU?

4. Y rousercHoM mecroyriy ABCDEF saxu AB | FC | DE, BC || AD || EF u CD || BE.

Hokazaru na Baxku u BE || FA.

5. 3a okpyriuumm crosom ceau 2014 mymmu. CBako on BUX WJIM yBEK OBOPU WUCTUHY, WU
yBek nazke. CBakKoO O JbYAU 3a CTOJIOM perao je ciemehy peuenurny: ,,He pasmarpajyhu
MeHEe U MOje IIPBe cycele C JIEBE U AeCHe CTpaHe, CBU OCTAJU JbYOU 38 OBUM CTOJIOM YBEK

naxky . Koauko mMma Jbyam 3a CTOJIOM KOjU YBEK TOBOPE UCTUHY !

Bpewme 3a pan 180 muuyTa.
Pemema 3amaraka merasHO OOPa3I0KATH.
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Ilpyru paspen — A kareropuja

Pemutuy jemnaumny

r+4/3+ V=3

Iokazatu ga 6poj uuju ce meKaTHU 3alMC CACTOjU CaMO O HyJa U ABOJKU HE MOKEe OUTU
MOTIYH KBaAPaT.

Ha npeunury AB kpy:kuure k magasu ce tauka C. Hera cy P u () Tauke Ha KPY:KHULA
k ca ucre crpane npeunurka AB takse na je L PCA = AQCB. Heka cy Oy u Oy nenrpu
onucanux kpyskauna 3a APCA u AQC B, pecnektusno. lokazaru: 010, || AB.

Heka cy x, y u z peanau 6pojesu. Axo cy z? —y?, 23 —y> u 2% —y* pammonanau 6pojesu
pa3IMUUTU O HyJe, na JU Tana u Opoj r —y MOpa OUTU palOHAJIAH?!

4

Y jemHOM ceny, m O4dajHMX HOMahuWIla MCTOBPEMEHO Cy Ca3HAJIEe YKYIHO N Pa3IUIUTUX
TpaueBa, IPU YEeMy je CBaKa Cas3HaJia TAYHO IO jelaH Tpad. 3aTUM je yCIeauo HU3 Teje-
(OHCKUX pa3roBopa, IPU YeMy Y CBAKOM pa3rOBOPY YyYeCTBY]y TadHO aBe momahwure,
¥ OHE TOM NPUINKOM MeDycoOHO pasMeHe CBe TpaueBe KOje Cy YyJje IO MOMEHTa 3aIlo-
ynlbamba PasroBopa. KoOJIWKO je MUHMMAJIHO MOTPEOHO Tele(pOHCKUX pa3roBopa na ou
cBaka on n moMmahwuia casHasia CBUX N TpadveBa?

Bpewme 3a pan 180 muuyTAa.
Pemema 3amaraka merasHO O0OpPa3I0KATH.
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Tpehu pa3spen — A kareropuja

Heka je A={1,2,...,n}. ®yuruuja g: A — A 3amara je Ha caenehu Hauum:
() = r+1, 3ax<n;
g\r) = 1, MHAYE.

Konuko nma ¢yurunuja f: A — A taksux na 3a cse x € A Basu f(f(z)) = g(x)?

Y omrpoyrau AABC ynucauu cy Bagpatu PyQqR151, PoQ2R2S: n P3QQ3R3S53 ua cie-
nehu wauwmn: tauke P; u Q1 ne:xe wa nysku BC, tauka Ry wa C'A u tauka S; vHa AB;
tauke Py u Qo sesxe wa my:xku C'A, taurka Ry na AB u taura S, ma BC; tauke Pz u Q3
nesxe Ha nysku AB, tauka Rz ma BC u taura S3 ma CA. Heka je M cpemummre my:ku
P1Q1, My cpemnumire ny:xu Po(Qo m M3 cpenumre my:ku P3()s3. Ilokaszatu ma ce mpase
AMy, BMs; u CM3 cery y jeaHOj TAUKH.

Onmpemutu HajBehu mpupoman 6poj KOju MMa OCOOUHY nOa je MeJbUB CBUM IPUPOTHUM
6pojeBuMa Koju HuCy Behu om /n.

Heka je mat Tpoyrao umje cy ay:KuHE CTPaAHUIA TPU y3aCTOIHA MPUPOIHA Opoja u Haj-
Behu yrao je nBa myrta Behu on majmamer. JlokazaTu na je TakaB TpOyrao jeIMHCTBEH.

Komurko mma myreBa m3mebhy tauaka P u () majgpahe moryhe ny:kwbe, mpu uemy je
[O3BOJLEHO KPETATU C€ UCKJbYUMBO MY:K CTPAHUIIA KBAAPATHE MPEKe Ha IPTEKY T
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Bpewme 3a pan 180 muuyTAa.
Pemema 3amaraka merarsHO O0OPa3I0KUATH.
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UerBpTU pa3pen — A Kareropuja

Har je mpuponman 6poj n. Heka cy =1 > 22 > -+ > z, > 0 peannu OpojeBu Koju
3a7I0BOJbABA]Y jeTHAKOCTH
1+ a0+ -+x,=1

2 2 2
ri+x5+---+x, =T1.

Onpenutu cBe moryhe BpemnnocTtu 6poja xj.
Hahu makcumaaan mpou3Bo IPUPOIHUX OpojeBa uuju je 30up jemuax 2013.

Y xkBagpar ABCD ynucana je kpyskuuna k. 3a cBaky Tauky 1 kKpy:kHuUile k, HeKa Cy
ar m [Bp yraosu non Kojuma ce Bune mujaronasie AC m BD kBanparta. Ilokaszartu na 3a
ceako T € k Baxu tg? ap + tg? Br = 8.

Heka je ag mpousBosmua mudpa. 3a n € Ny, HEKa a,41 OpenacraBpba MUGPY jeTAHUIA
opoja 2%ag +2ta; + - -+ +2"a,. Horasatu ma je mu3 (a, ), HEPUOAMUAH TTOUEB O HEKOT
YJIaHAa.

Mepuun, nomohuuk kpasma Aprypa, ycranoBuo je na moctoju 2013 BuTe30Ba OKpPyIJIoT
CTOJa, U Ja MPUTOM CBAaK{d ON BHUX MMa TAYHO ABa Hempujareha Mehy ocrajumm BuUTe-
3o0BuMa. MepumH je najbe yTBPAUO a CBU BUTE30BU MOy CECTU 38 OKPYTJIM CTO HA TAKaB
HauuH na udMehy cBaka OBa HempujaTesba ceme TadyHo 182 npyra Buresa. 3Hajyhu ma je
Moryh oBakaB pacrmopes 3a OKPYTJIUM CTOJOM, OAPEIUTH Ha KOJUKO HAUMHA MOKE OUTU
omabpaHa Tpyna BuUTe30Ba (rpymy uumuu 6ap 1 BUTe3) y KOjOj HUKOja OBA BUTE3a HUCY
Yy HENPUjaTEJbCKUM OJTHOCUMA.

Bpewme 3a pan 180 muuyTAa.
Pemema 3amaraka merarsHO O0OpPa3I0KATH.



MwuHuUCTapCTBO MPOCBETE, HAYKE M TEXHOJIOMIKOT pPa3Boja
IpymTBo maremaruuapa Cpouje

OIIIITNHCRO TAKMNYEILE N3 MATEMATHUKE
YUEHVMKA CPEIILMX INIKOJIA

13. menemOGap 2014.

IIpBu pa3pen — B kareropuja

Onpenutu Hajsehu mpuponan 6poj n takaB ma 6poj 25! 4 26! 6yne memwmus Gpojem 3.

Komuro mma myreBa m3mebhy tauaka P u () majgpahe moryhe nyskwbe, mpu uemy je
[O3BOJLEHO KPETATU Ce UCKJbYUUBO AY:K CTPAHUIA KBAAPATHE MPEKe HA IPTEKY 7

?Q

Ha ocrpBy uBe camo aBa TUA JbyAU: BUTE30BU (KOjU yBEK FOBOPE UCTUHY ) Y IIOIJIAIN
(rkoju yBek snaky). Typucra je cpeo ABa YOBEKA KOjU ;KUBE HA OCTPBY U MUTAO BUIIET
on BUX na Ju cy oHu obojuna Bure3zoBu. OH My je OArOBOPUO, aJii HA OCHOBY TOT
OArOBOpa TYypPHCTa HUje€ MOTao Oa 3aK/bYy4d KO Cy OHU. 3aTO je MUTAO HILKEr na JU je
Bumu BuTe3. HaKOH HeroBor oAroBopa TYPUCTA je 3HAO 3a CBAKOT OJ WX IBOJUIE KOM
TUMNYy JbYIX Opunaga. KoM Tumy npunanajy Jbyad Koje je Typucta cpeo?

Ncnuratn na nmu je popmyna
(-r=(Vaq)e(VveVvr)
TayTOJIOTHU]a.

3maTap mMa 4eTUpU MaJja JaHdYnha Kao MTO je TO MUIyCTPOBAHO HA CIIUIN:

(Hakne, manunhu cy cacrasmenu on 5, 4, 4 u 3 anku.) Hoerosu Tpomkosu cy 1 § na
packuHe Omio KOjy ajiky ca oBux jganuuha u 2 § na cacrasu omner ucty anky. Konuku cy
HBEroBv MMHUMAJHM TPOIIKOBU Y $ aKO yKeJIn aOa HOMOhy OBHUX aJIKM HallpaBMW 3aTBOPEH
maHumh?

Bpewme 3a pan 180 muuyTAa.
Pemema 3amaraka merarsHO O0OpPa3I0KATH.
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Jlpyru pa3pen — b kareropuja

Y mpasoyraom tpamnesy ABCD, ¢ nmpaBum yriaoBuma y temenuma A u D, myskuHE OCHO-
Buna cy AB =a u CD = b, npu uemy je a > b. [lo3HaTto je ma Kpy:KHUIA C TPEYHUKOM
AD nonmupyje kpak BC. Wspauynatn nospmmny tpanesa ABCD (oxrosop matu y 3a-
BUCHOCTU OJf BPEAHOCTU a U b).

[Iepa u Muka urpajy cnenehy urpy. Ouu monessyjy BpenIHOCTH KOoepuUlujeHTUMA a, b u
C y jemHauYuHN
ax® +bx +c = 0.

[lepa urpa npBu u ynucyje npousBObaH peajaH OpPOj YMeCTO HEKOI O] KOe(puIujeHaTa.
3arum Mwuka ynucyje mpou3BoJbHE OpOjeBe yMeCTO MpeocTaja ABa KOe(PUIUjeHTa, y3
YCJIOB Jla CBa TPU ymucaHa Opoja mopajy outu Mmebhycobuo pasauumra. Mwuka mobebyje
aKo Tako MOOMjeHa jemHaunHa MMa TaYHO jedHO peaJtiHo pememe, a Ilepa mobebyje y
CBUM OCTAJIUM ClydYajeBuMa. KO om HUX ABOjUlle UMa MOOEIHUYKY CTPATETUjy?!

IlokazaTu na mocToju mpupoaan 6poj koju nounme ca 1234567890 koju je memus ca 2013.

Hexka cy z, y u z peasnu O6pojeBu TakBU 1a CYy XY, Y2 U 2T palUOHAJHU OPOjeBU Pa3jIu-
yutu on HyJse. Jlokazaru:

a) 6poj 12 + y? + 2?2 je pammonanan;

b) axo je 23+y>+23 pammonanan 6poj paszIMUUT o1 HyJIe, OHIA Cy T, Y ¥ 2 PANMOHAJIHN
OpojeBu.

Konmmko nva vyerBoponmmdpennx O6pojeBa koju ce 3ammcyjy nomohy mudapa 1, 2 u 3, annm
TAaKO Na Ce HUjenHa nudpa He IojaBjbyje BUIIE OJ ABa IyTa y 3amucy opoja?

Bpewme 3a pan 180 muuyTAa.
Pemema 3amaraka merarsHO O0OpPa3I0KATH.
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Tpehu pa3spen — B kareropuja

Y crymy peaJjHux OpojeBa PENIUTHU jeTHAUUHY

17
.8 8
sin” x + cos a:——32.

[Toma Tabme popmara (2m + 1) X (2n+ 1) obojena cy ca 2 Goje Ha IPOU3BOJHLAH HAYMH.
[Tome Te Tabme HasmBaMoO kpamesckum ako Mely cBUM TOBUMA Y HErOBOj BPCTU UMAa
BUIIIE OHUX KOja Cy 000jeHa HmeroBoM 00joM HacmpaM OHUX Koja cy oDojeHa CympOTHOM
oojom. Ilome Te Tabise HazUBaMO yapckum ako MeDy CBUM MOJbUMA y H-E€TOBO] KOJOHU
nMa BUIE OHUX KOja cy oDojeHa meroBoM 0O0OjoOM HacIpaM OHUX Koja cy 0DOOjeHa Cympo-
THOM O0joM. JlokazaTu ma moctoju 6ap m—+n+ 1 mos/ba Koja cy UCTOBPEMEHO KPaJbeBCKa
U ITapcka.

Onpenutu cBe gBoum¢ppeHe OpPoOjeBe nebUBE MPOU3BOAOM CBOjUX IUdapa.

Ily:xa ocHOBUIIA jeTHAKOKPAKOT Tpame3a je a, a omrap yrao «. /[lujaronasa Tparmes3a
HOpMaJIHA je Ha Kpak. 1pames poTupa oko ayske ocuoBuiie. Hahu 3ampemuny mobujenor
Tea.

Ileuak moHemEHLKOM U YTOPKOM TOBOPU UCTUHY, CyOOTOM YBEK JasKe, MOK OCTAJUM TaHU-
Ma y HeIeJbU TOBOPU UCTUHY WM Jaske HacymMuuno. CemaM y3aCTOMHUX JaHA MTOHABJLAHO
My je murame: ,,Kako ce 3oBem? “ [IpBux mect mama masao je pemom cienehe oarosope:
wABar‘“, ;Mapro“, ,, /Iparau“, ,,/ Toma“, ,Ilerap®, ,Toma“. Koju oarosop je mao cemmor
naHa?

Bpewme 3a pan 180 muuyTAa.
Pemema 3amaraka merarsHO 0OPa3I0KATH.
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UerBpTHu pa3pen — b kareropuja

Y crymy peaJjHux OpojeBa PENIUTHU jeTHAUUHY

Vr—2+vVd—x=2.

IlokazaTu ma 3a cBaku mpupomaH Opoj n > 1 BaKu Heje THAKOCT

2041 (2n)! > ((n + 1)H™

Onpenutu KOMIIIEKCHE OpojeBe 2o U 23 Tako na je Jz1zoz3 POMO ca OMTPUM YTJIIOM KOI
remena O (KOOpauHATHU modeTak) jemHakum 45°, mpu yemy je z; = 2v/2 + 1.
™

Hoxkazaru na 3a z € (0, 5) Baxn

3

tor >z + =
X X —_—.
& 3

Ia au mebhy cBuM mecronudpernM OpojeBUMa UMa BUIIE OHUX KOjU C€ MOTY IPEACTABUTHU
Kao0 MPOM3BOM HEKA ABa TpomudpeHa Opoja, UM BUIIE OHUX KOjU Ce HE MOTY TAKO MPE-
cTaBUTU?

Bpewme 3a pan 180 munyTAa.
Pemema 3amaraka merarsHO O0OpPa3I0KUATH.



