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13. decembar 2014.

Prvi razred – A kategorija

Dokazati da ne postoje celi brojevi m i n takvi da va�i1.

(m+ n+ 2)2 = 3(mn+ 1).

a) Neka je ure�ena qetvorka (x, y, z, w) rexeǌe jednaqine2.

x2 + y2 + z2 + w2 = xyzw.

Dokazati da je i (yzw − x, y, z, w) tako�e rexeǌe iste te jednaqine.

b) Dokazati da jednaqina

x2 + y2 + z2 + w2 = xyzw

ima beskonaqno mnogo rexeǌa u skupu prirodnih brojeva.

U ravni je nacrtano nekoliko pravih. Prava a seqe taqno tri od ostalih pravih,3.
a prava b seqe taqno qetiri od ostalih pravih. Prava c seqe taqno n od ostalih
pravih, pri qemu je n 6= 3 i n 6= 4. Koliko je pravih nacrtano u ravni?

U konveksnom xestouglu ABCDEF va�i AB ‖ FC ‖ DE, BC ‖ AD ‖ EF i CD ‖ BE.4.
Dokazati da va�i i BE ‖ FA.

Za okruglim stolom sedi 2014 ǉudi. Svako od ǌih ili uvek govori istinu, ili5.
uvek la�e. Svako od ǉudi za stolom rekao je slede�u reqenicu: ,,Ne razmatraju�i
mene i moje prve susede s leve i desne strane, svi ostali ǉudi za ovim stolom uvek
la�u“. Koliko ima ǉudi za stolom koji uvek govore istinu?

Vreme za rad 180 minuta.
Rexeǌa zadataka detaǉno obrazlo�iti.
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Drugi razred – A kategorija

Rexiti jednaqinu1.

x+
√

3 +
√
x = 3.

Dokazati da broj qiji se dekadni zapis sastoji samo od nula i dvojki ne mo�e biti2.
potpun kvadrat.

Na preqniku AB kru�nice k nalazi se taqka C. Neka su P i Q taqke na kru�nici3.
k sa iste strane preqnika AB takve da je ]PCA = ]QCB. Neka su O1 i O2 centri
opisanih kru�nica za 4PCA i 4QCB, respektivno. Dokazati: O1O2 ‖ AB.

Neka su x, y i z realni brojevi. Ako su x2−y2, x3−y3 i x4−y4 racionalni brojevi4.
razliqiti od nule, da li tada i broj x− y mora biti racionalan?

U jednom selu, n oqajnih doma�ica istovremeno su saznale ukupno n razliqitih5.
traqeva, pri qemu je svaka saznala taqno po jedan traq. Zatim je usledio niz tele-
fonskih razgovora, pri qemu u svakom razgovoru uqestvuju taqno dve doma�ice,
i one tom prilikom me�usobno razmene sve traqeve koje su qule do momenta zapo-
qiǌaǌa razgovora. Koliko je minimalno potrebno telefonskih razgovora da bi
svaka od n doma�ica saznala svih n traqeva?

Vreme za rad 180 minuta.
Rexeǌa zadataka detaǉno obrazlo�iti.
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Tre�i razred – A kategorija

Neka je A = {1, 2, . . . , n}. Funkcija g : A→ A zadata je na slede�i naqin:1.

g(x) =
{
x+ 1, za x < n;
1, inaqe.

Koliko ima funkcija f : A→ A takvih da za sve x ∈ A va�i f(f(x)) = g(x)?

U oxtrougli 4ABC upisani su kvadrati P1Q1R1S1, P2Q2R2S2 i P3Q3R3S3 na sle-2.
de�i naqin: taqke P1 i Q1 le�e na du�i BC, taqka R1 na CA i taqka S1 na AB;
taqke P2 i Q2 le�e na du�i CA, taqka R2 na AB i taqka S2 na BC; taqke P3 i Q3

le�e na du�i AB, taqka R3 na BC i taqka S3 na CA. Neka je M1 sredixte du�i
P1Q1, M2 sredixte du�i P2Q2 i M3 sredixte du�i P3Q3. Dokazati da se prave
AM1, BM2 i CM3 seku u jednoj taqki.

Odrediti najve�i prirodan broj koji ima osobinu da je deǉiv svim prirodnim3.
brojevima koji nisu ve�i od 3

√
n.

Neka je dat trougao qije su du�ine stranica tri uzastopna prirodna broja i naj-4.
ve�i ugao je dva puta ve�i od najmaǌeg. Dokazati da je takav trougao jedinstven.

Koliko ima puteva izme�u taqaka P i Q najkra�e mogu�e du�ine, pri qemu je5.
dozvoǉeno kretati se iskǉuqivo du� stranica kvadratne mre�e na crte�u?

P Q

Vreme za rad 180 minuta.
Rexeǌa zadataka detaǉno obrazlo�iti.
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Qetvrti razred – A kategorija

Dat je prirodan broj n. Neka su x1 > x2 > · · · > xn > 0 realni brojevi koji1.
zadovoǉavaju jednakosti

x1 + x2 + · · ·+ xn = 1

i
x2

1 + x2
2 + · · ·+ x2

n = x1.

Odrediti sve mogu�e vrednosti broja x1.

Na�i maksimalan proizvod prirodnih brojeva qiji je zbir jednak 2013.2.

U kvadrat ABCD upisana je kru�nica k. Za svaku taqku T kru�nice k, neka su3.
αT i βT uglovi pod kojima se vide dijagonale AC i BD kvadrata. Dokazati da za
svako T ∈ k va�i tg2 αT + tg2 βT = 8.

Neka je a0 proizvoǉna cifra. Za n ∈ N0, neka an+1 predstavǉa cifru jedinica4.
broja 20a0 + 21a1 + · · ·+ 2nan. Dokazati da je niz (an)∞n=0 periodiqan poqev od nekog
qlana.

Merlin, pomo�nik kraǉa Artura, ustanovio je da postoji 2013 vitezova okruglog5.
stola, i da pritom svaki od ǌih ima taqno dva neprijateǉa me�u ostalim vite-
zovima. Merlin je daǉe utvrdio da svi vitezovi mogu sesti za okrugli sto na takav
naqin da izme�u svaka dva neprijateǉa sede taqno 182 druga viteza. Znaju�i da je
mogu� ovakav raspored za okruglim stolom, odrediti na koliko naqina mo�e biti
odabrana grupa vitezova (grupu qini bar 1 vitez) u kojoj nikoja dva viteza nisu
u neprijateǉskim odnosima.

Vreme za rad 180 minuta.
Rexeǌa zadataka detaǉno obrazlo�iti.
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Odrediti najve�i prirodan broj n takav da broj 25! + 26! bude deǉiv brojem 3n.1.

Koliko ima puteva izme�u taqaka P i Q najkra�e mogu�e du�ine, pri qemu je2.
dozvoǉeno kretati se iskǉuqivo du� stranica kvadratne mre�e na crte�u?

P

Q

Na ostrvu �ive samo dva tipa ǉudi: vitezovi (koji uvek govore istinu) i podlaci3.
(koji uvek la�u). Turista je sreo dva qoveka koji �ive na ostrvu i pitao vixeg
od ǌih da li su oni obojica vitezovi. On mu je odgovorio, ali na osnovu tog
odgovora turista nije mogao da zakǉuqi ko su oni. Zato je pitao ni�eg da li je
vixi vitez. Nakon ǌegovog odgovora turista je znao za svakog od ǌih dvojice kom
tipu ǉudi pripada. Kom tipu pripadaju ǉudi koje je turista sreo?

Ispitati da li je formula4.

(¬r ⇒ (p ∨ q))⇔ (p ∨ q ∨ r)

tautologija.

Zlatar ima qetiri mala lanqi�a kao xto je to ilustrovano na slici:5.

(Dakle, lanqi�i su sastavǉeni od 5, 4, 4 i 3 alki.) ǋegovi troxkovi su 1 $ da
raskine bilo koju alku sa ovih lanqi�a i 2 $ da sastavi opet istu alku. Koliki su
ǌegovi minimalni troxkovi u $ ako �eli da pomo�u ovih alki napravi zatvoren
lanqi�?

Vreme za rad 180 minuta.
Rexeǌa zadataka detaǉno obrazlo�iti.
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Drugi razred – B kategorija

U pravouglom trapezu ABCD, s pravim uglovima u temenima A i D, du�ine osno-1.
vica su AB = a i CD = b, pri qemu je a > b. Poznato je da kru�nica s preqnikom
AD dodiruje krak BC. Izraqunati povrxinu trapeza ABCD (odgovor dati u za-
visnosti od vrednosti a i b).

Pera i Mika igraju slede�u igru. Oni dodeǉuju vrednosti koeficijentima a, b i2.
c u jednaqini

ax2 + bx+ c = 0.

Pera igra prvi i upisuje proizvoǉan realan broj umesto nekog od koeficijenata.
Zatim Mika upisuje proizvoǉne brojeve umesto preostala dva koeficijenta, uz
uslov da sva tri upisana broja moraju biti me�usobno razliqita. Mika pobe�uje
ako tako dobijena jednaqina ima taqno jedno realno rexeǌe, a Pera pobe�uje u
svim ostalim sluqajevima. Ko od ǌih dvojice ima pobedniqku strategiju?

Dokazati da postoji prirodan broj koji poqiǌe sa 1234567890 koji je deǉiv sa 2013.3.

Neka su x, y i z realni brojevi takvi da su xy, yz i zx racionalni brojevi razli-4.
qiti od nule. Dokazati:

a) broj x2 + y2 + z2 je racionalan;

b) ako je x3+y3+z3 racionalan broj razliqit od nule, onda su x, y i z racionalni
brojevi.

Koliko ima qetvorocifrenih brojeva koji se zapisuju pomo�u cifara 1, 2 i 3, ali5.
tako da se nijedna cifra ne pojavǉuje vixe od dva puta u zapisu broja?

Vreme za rad 180 minuta.
Rexeǌa zadataka detaǉno obrazlo�iti.
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Tre�i razred – B kategorija

U skupu realnih brojeva rexiti jednaqinu1.

sin8 x+ cos8 x =
17
32
.

Poǉa table formata (2m+ 1)× (2n+ 1) obojena su sa 2 boje na proizvoǉan naqin.2.
Poǉe te table nazivamo kraǉevskim ako me�u svim poǉima u ǌegovoj vrsti ima
vixe onih koja su obojena ǌegovom bojom naspram onih koja su obojena suprotnom
bojom. Poǉe te table nazivamo carskim ako me�u svim poǉima u ǌegovoj koloni
ima vixe onih koja su obojena ǌegovom bojom naspram onih koja su obojena supro-
tnom bojom. Dokazati da postoji bar m+n+1 poǉa koja su istovremeno kraǉevska
i carska.

Odrediti sve dvocifrene brojeve deǉive proizvodom svojih cifara.3.

Du�a osnovica jednakokrakog trapeza je a, a oxtar ugao α. Dijagonala trapeza4.
normalna je na krak. Trapez rotira oko du�e osnovice. Na�i zapreminu dobijenog
tela.

Deqak ponedeǉkom i utorkom govori istinu, subotom uvek la�e, dok ostalim dani-5.
ma u nedeǉi govori istinu ili la�e nasumiqno. Sedam uzastopnih dana ponavǉano
mu je pitaǌe: ,,Kako se zovex?“ Prvih xest dana davao je redom slede�e odgovore:
,,Ivan“, ,,Marko“, ,,Dragan“, ,,Toma“, ,,Petar“, ,,Toma“. Koji odgovor je dao sedmog
dana?

Vreme za rad 180 minuta.
Rexeǌa zadataka detaǉno obrazlo�iti.
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Qetvrti razred – B kategorija

U skupu realnih brojeva rexiti jednaqinu1.

4
√
x− 2 + 4

√
4− x = 2.

Dokazati da za svaki prirodan broj n > 1 va�i nejednakost2.

2! · 4! · · · (2n)! > ((n+ 1)!)n.

Odrediti kompleksne brojeve z2 i z3 tako da je Oz1z2z3 romb sa oxtrim uglom kod3.
temena O (koordinatni poqetak) jednakim 45◦, pri qemu je z1 = 2

√
2 + i.

Dokazati da za x ∈ (0, π2 ) va�i4.

tg x > x+
x3

3
.

Da li me�u svim xestocifrenim brojevima ima vixe onih koji se mogu predstaviti5.
kao proizvod neka dva trocifrena broja, ili vixe onih koji se ne mogu tako pred-
staviti?

Vreme za rad 180 minuta.
Rexeǌa zadataka detaǉno obrazlo�iti.


