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Prvi dan

Dat je prirodan broj k. Neka je f : Z → Z bijekcija takva da za1.
svaka dva cela broja i i j za koje je |i−j| 6 k va�i |f(i)−f(j)| 6 k.
Dokazati da za sve i, j ∈ Z va�i

|f(i)− f(j)| = |i− j|.

Neka je2.
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a) Dokazati da postoji beskonaqno mnogo slo�enih prirodnih
brojeva n takvih da Sn nije potpun sistem ostataka po modulu n.

b) Dokazati da postoji beskonaqno mnogo slo�enih prirodnih
brojeva n takvih da Sn jeste potpun sistem ostataka po modulu n.

Neka su M , N i P sredixta stranica BC, AC i AB, redom, a3.
O centar opisane kru�nice oxtrouglog trougla ABC. Kru�nice
opisane oko trouglova BOC i MNP seku se u razliqitim taqkama
X i Y unutar trougla ABC. Dokazati da je

^BAX = ^CAY.

Vreme za rad 270 minuta.
Rexeǌa zadataka detaǉno obrazlo�iti.

Svaki zadatak vredi 7 bodova.
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Drugi dan

Odrediti sve n ∈ N za koje je mogu�e podeliti skup {1, 2, . . . , 3n}1.
na n disjunktnih troqlanih podskupova oblika {a, b, c} u kojima
su b− a i c− b razliqiti brojevi iz skupa {n− 1, n, n+ 1}.

Neka su A′ i B′ podno�ja visina iz temena A i B, redom, oxtrou-2.
glog trougla ABC (AC ̸= BC). Kru�nica k sadr�i taqke A′ i B′

i dodiruje stranicu AB u taqki D. Ako trouglovi ADA′ i BDB′

imaju jednake povrxine, dokazati da je

^A′DB′ = ^ACB.

Na�i najve�u konstantu K ∈ R sa slede�im svojstvom:3.
ako su a1, a2, a3, a4 > 0 takvi da za sve i, j, k ∈ N, 1 6 i < j < k 6 4,
va�i a2i + a2j + a2k > 2(aiaj + ajak + akai), onda je

a21 + a22 + a23 + a24 >K(a1a2 + a1a3 + a1a4 + a2a3 + a2a4 + a3a4).

Vreme za rad 270 minuta.
Rexeǌa zadataka detaǉno obrazlo�iti.

Svaki zadatak vredi 7 bodova.


