
Druxtvo matematiqara Srbije

Ministarstvo prosvete, nauke i tehnoloxkog razvoja

OPXTINSKO TAKMIQEǋE IZ MATEMATIKE

Rexeǌa zadataka

Prvi razred - A kategorija

1. Neka je O sredixte stranice BC i k kruжni-
ca sa preqnikom BC. Kako je AO > AD = BC/2,
to se taqka A ne nalazi unutar kruжnice k. Samim
tim, kruжnica k seqe duж AO u taqki A′ (mogu�e je
A = A′). Sada je ∢BA′O = ∢ABA′+∢BAA′>∢BAA′

i ∢CA′O = ∢ACA′ + ∢CAA′ > ∢CAA′. Sabiraǌem
ovih nejednakosti dobijamo 90◦ = ∢BA′C > ∢BAC,
xto je i trebalo dokazati. (Tangenta 69, str. 33,
zad. 3)
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2. Neka je P (x) = x2011 +1. Tada je P (x) = (x+1) · (x2010 − x2009 + . . .− x+ 1). Zato, odredimo ostatak pri
deǉeǌu polinoma Q(x) = x2010 − x2009 + . . .− x+ 1 sa x+ 1. Kako je Q(−1) = 2011, to je po Bezuovom stavu
Q(x) = (x+ 1) ·R(x) + 2011, a samim tim

P (x) = (x+ 1) · ((x+ 1) · R(x) + 2011) = (x+ 1)2 ·R(x) + 2011(x+ 1),

pa je traжeni ostatak jednak 2011x+ 2011. (Tangenta 67, str. 4, M1014)

3. Dokaжimo da takav prirodan broj n ne postoji. Pretpostavimo suprotno. Neka je a ∈ N najve�i
stepen broja 2 koji deli n!, tj. 2a | n!, 2a+1 ∤ n!, a b najve�i stepen broja 5 koji deli n!, tj. 5b | n!, 5b+1 ∤ n!.
Na osnovu Leжandrove formule imamo

a =
[ n

21

]

+
[ n

22

]

+
[ n

23

]

+ . . . i b =
[ n

51

]

+
[ n

52

]

+
[ n

53

]

+ . . . ,

gde je sa [x] oznaqen ceo deo broja x. Kako po uslovu zadatka 10k | n! i 10k+1 ∤ n!, to je k = min{a, b} = b.
Dekadni zapis broja n!

10k
zavrxava se nizom cifara 2012, te je on deǉiv sa 22, a nije deǉiv sa 23. Otuda

mora biti a− b = 2. Sada je

2 = a− b>
[n

2

]

−
[n

5

]

>
n− 1

2
− n

5
,

pa je n 6 8. Sa druge strane, broj n! ima bar 5 cifara, pa je n > 8. Ovim smo dobili da je n = 8.
Me�utim, kako je 8! = 40320 dolazimo do kontradikcije.

4. Neka je AD∩BC = {R}. Iz zbira uglova trougla
ABR zakǉuqujemo

180◦ = ∢RAB + ∢ABR+ ∢ARB = 120◦ + ∢ARB,

odnosno ∢ARB = 60◦. Kako je ∢APC = ∢ARB,
qetvorougao ACRP je tetivan. Odatle je ∢PRA =
∢PCA = 60◦. Analogno, ∢QRB = ∢QDB = 60◦.
Kako je ∢PRA + ∢ARB + ∢QRB = 180◦ to su taqke
P , R i Q kolinearne, xto je i trebalo dokazati.
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5. Primer na slici 1 pokazuje da je na tablu mogu�e postaviti 7 жetona.
Pretpostavimo da se na tablu moжe postaviti 8 жetona. Ako se u svakom uglu table nalazi po jedan

жeton, preostala 4 жetona se moraju nalaziti u osenqenom delu slike 2. Me�utim, taj osenqeni deo se
moжe podeliti na tri dela (kao na slici 2), od kojih ni u jedan ne moжe da stane vixe od jednog жetona.
Kontradikcija! Ako u nekom uglu nema жetona, onda neka podtablica dimenzije 6× 7 (slika 3) sadrжi
barem 7 жetona. Dokaжimo da je to nemogu�e. Pretpostavimo da je mogu�e. Tada u svakoj vrsti imamo
bar po jedan жeton, a u jednoj od ǌih (recimo W ) imamo dva, i to, prema uslovu zadatka, u krajǌim
poǉima. Neka je W1 ǌoj susedna vrsta, a W2 vrsta razliqita od W susedna W1 (slika 3). U W1 жeton
moжe da se nalazi samo u sredǌem poǉu, ali tada u W2 nema mesta ni za jedan жeton. Kontradikcija!

Dakle, na tablu je mogu�e postaviti najvixe 7 жetona.
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Slika 1. Slika 2. Slika 3.

Drugi razred - A kategorija

1. Neka je ∢ACN = ϕ i AB = 3a. Tada je
∢ANC = 120◦ − ϕ. Primenom sinusne teoreme na

△ACN dobijamo
AN

sinϕ
=

AC

sin(120◦ − ϕ)
, pa je

3

2
=

sin(120◦ − ϕ)

sinϕ
=

√
3

2
· tgϕ+

1

2
,

odnosno ctgϕ = 2/
√
3. Kako je 0 < ϕ < π/2,

to je cosϕ = 2/
√
7 i sinϕ =

√
3/
√
7. Kako je

∢MBC = ϕ, to je ∢MPC = ∢PCB+∢PBC = 60◦, pa
je ∢CMP = 120◦ − ϕ.
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Sada, primenom sinusne teoreme na △MPC dobijamo
CP

sin(120◦ − ϕ)
=

CM

sin 60◦
, pa je

CP = 2a ·
(

cosϕ+
sinϕ√

3

)

=
6a√
7
= AC · cosϕ,

odnosno ∢APC = 90◦. (Tangenta 67, str. 5, M1019)

2. Neka ω ∈ C ima osobinu da je skup S = {ωn |n ∈ N} konaqan. Kako vaжi |ωn| = |ω|n, to za |ω| > 1
imamo |ω| < |ω2| < |ω3| < . . . < |ωn| < . . . , odnosno skup S nije konaqan. Sliqno, ako je 0 < |ω| < 1 imamo
|ω| > |ω2| > |ω3| > . . . > |ωn| > . . . , pa ni u ovom sluqaju skup S nije konaqan. Dakle, ako je S konaqan
skup, onda je |ω| = 1 ili ω = 0.

Pretpostavimo da broj z ∈ C \ {0} sa navedenom osobinom postoji. Tada na osnovu prethodnog dela
rexeǌa imamo |z − i| = 1 ili z − i = 0, kao i |z + i| = 1 ili z + i = 0. Kako z = i i z = −i ne zadovoǉavaju
ove uslove, to je |z − i| = |z + i| = 1. Neka je z = x + yi, x, y ∈ R, rexeǌe posledǌeg sistema jednaqina.
Tada je x2 + (y − 1)2 = x2 + (y + 1)2 = 1, pa je y = 0 i x = 0, odnosno z = 0. Dakle, broj z ∈ C \ {0} sa
navedenom osobinom ne postoji.

3. Kako je x2 + x+ 1 =
(
x+ 1

2

)2
+ 3

4 > 0, to je data nejednakost ekvivalenta sa

−3x2 − 3x− 3 < f(x) < 3x2 + 3x+ 3.

Leva nejednakost je ekvivalentna sa 4x2 + (a + 4)x + 4 > 0, koja vaжi za svako x ∈ R ako i samo ako je
D1 = (a + 4)2 − 64 < 0, odnosno −12 < a < 4. Desna nejednakost je ekvivalentna sa 2x2 + (2 − a)x + 2 > 0,
koja vaжi za svako x ∈ R ako i samo ako je D2 = (2 − a)2 − 16 < 0, odnosno −2 < a < 6. Dakle, rexeǌa
zadatka qine skup (−2, 4). (Tangenta 66, str. 17, M992)

4. Dokaza�emo da za proizvoǉnu taqku A1 ∈ kA
postoje taqke B1 ∈ kB i C1 ∈ kC takve da je trougao
A1B1C1 sliqan, ali ne i podudaran, sa trouglom
ABC.

Neka je O centar opisane kruжnice trougla
ABC, a A1 proizvoǉna taqka kruжnice kA. Kon-
struiximo na kruжnicama kB i kC , redom, taqke
B1 i C1, takve da su ∢OBB1 i ∢OCC1 jednaki i
iste orijentacije kao ∢OAA1 (ovakve taqke posto-
je i jedinstveno su odre�ene). Kako je OA = OB,
∢OAA1 = ∢OBB1 i AA1 = BB1, to su trouglovi
OAA1 i OBB1 podudarni.
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Odavde je OA1 = OB1 i ∢A1OB1 = ∢AOB, pa su trouglovi ABO i A1B1O sliqni. Zato je A1B1

AB
= OA1

OA
.

Analogno, B1C1

BC
= OB1

OB
i C1A1

CA
= OC1

OC
. Iz posledǌe tri jednakosti, imaju�i na umu da je OA1 = OB1 = OC1



i OA = OB = OC, dobijamo A1B1

AB
= B1C1

BC
= C1A1

CA
, pa su trouglovi A1B1C1 i ABC sliqni. Ukoliko je

OA1 6= OA ovi trouglovi ne�e biti podudarni. Kako ovakvih odabira taqke A1 ∈ kA ima beskonaqno
mnogo, to i traжenih odabira ima tako�e beskonaqno mnogo.

5. Poǉe table u i-tom redu i j-toj koloni oznaqi�emo sa (i, j).
Ako je slon na poǉu (1,1), oqigledno pobe�uje igraq koji nije na potezu – obeleжimo to poǉe sa 2.

Za svako drugo poǉe (i, j) uradimo slede�e:

• Ako je bar jedno poǉe na koje slon moжe da do�e sa poǉa (i, j) u jednom potezu obeleжeno sa 2,
obeleжimo poǉe (i, j) sa 1;

• Ako su sva poǉa na koja slon moжe da do�e sa poǉa (i, j) u jednom potezu obeleжena sa 1, obeleжimo
poǉe (i, j) sa 2.

Jasno, ako nastavimo sa ovakvim obeleжavaǌem, za sva poǉa koja su obeleжena sa 1 znamo da pobe�uje
igraq koji poqiǌe igru, a za sva poǉa koja su obeleжena sa 2 znamo da drugi igraq pobe�uje.

Na ovaj naqin dobijamo tabelu na slici 1. Kako je doǌe desno poǉe oznaqeno sa 2, zakǉuqujemo da
drugi igraq ima pobedniqku strategiju.

2 1 2 1 2 1 2 1
1 1 1 1 1 1 1 1
2 1 1 2 1 2 1 2
1 1 2 1 1 1 1 1
2 1 1 1 2 1 2 1
1 1 2 1 1 1 1 1
2 1 1 1 2 1 1 2

Slika 1.

Tre�i razred - A kategorija

1. Kako za w ∈ C vaжi |w|2 = w · w, imamo

2011∑

k=1

|z − zk|2 =

2011∑

k=1

(z − zk)(z − zk) =

2011∑

k=1

(z − zk)(z − zk)

=

2011∑

k=1

(zz + zkzk − zzk − zzk) =

2011∑

k=1

(|z|2 + 1− zzk − zzk)

=2011(|z|2 + 1)− z

2011∑

k=1

zk − z

2011∑

k=1

zk

=2011(|z|2 + 1).

(Tangenta 65, str. 19, M968)

2. Neka su α1,α2,α3 nule polinoma A(x) = ax3 + bx + c, β1, β2, β3 nule polinoma B(x) = bx3 + cx + a i
γ1, γ2, γ3 nule polinoma C(x) = cx3 + ax+ b. Na osnovu Vietovih formula za polinom A(x) imamo

α2
1 + α2

2 + α2
3 = (α1 + α2 + α3)

2 − 2(α1α2 + α2α3 + α3α1) = −2b/a. (1)

Analogno,
β2
1 + β2

2 + β2
3 = −2c/b, γ2

1 + γ2
2 + γ2

3 = −2a/c. (2)

Pretpostavimo da su brojevi αi, βi, γi ∈ R, za 1 6 i 6 3. Tada iz (1) i (2) imamo −2b/a > 0, −2c/b > 0
i −2a/c > 0. Mnoжeǌem ovih nejednakosti dobijamo −8 = (−2b/a) (−2c/b) (−2a/c) > 0, xto je oqigledna
kontradikcija. Ovim smo dokazali da polinom P (x) nema svih 9 realnih nula. Kako je on polinom sa
realnim koeficijentima, to je broj ǌegovih nula koje su iz C\R paran. Otuda dobijamo da P (x) ne moжe
imati vixe od 7 realnih nula. Odredimo sada primer polinoma P (x) koji ima taqno 7 realnih nula.
Posmatrajmo ure�ene trojke (a, b, c) za koje vaжi a+ b+ c = 0. Tada je A(1) = 0, pa je A(x) = (x− 1)A1(x),
gde je A1(x) = ax2+ax−c. Zato polinom A(x) ima tri realne nule ako i samo ako je a2+4ac>0. Analogno,
polinom B(x) ima tri realne nule ako i samo ako je b2 + 4ba> 0. Za a = 1, b = −4 i c = 3 oqigledno su
zadovoǉene posledǌe dve nejednakosti. To nam garantuje da polinomi A(x) i B(x) imaju po tri realne



nule. Polinom C(x) ima nulu x = 1. Dakle, odabirom a = 1, b = −4 i c = 3 polinom P (x) ima 7 realnih
nula.
Drugo rexeǌe. Polinom Q(x) = x3 + px + q, p, q ∈ R ima sve tri realne nule ako i samo ako je ǌegova

diskriminanta D =
q2

4
+

p3

27
nepozitivna. Pretpostavimo da polinom P (x) ima 9 realnih nula. Tada bi

zbog navedene qiǌenice vaжilo
c2

4a2
+

b3

27a3
60,

a2

4b2
+

c3

27b3
60 i

b2

4c2
+

a3

27c3
60. Da bi navedene nejednakosti

vaжine nuжno je da vaжi
b

a
,
c

b
,
a

c
6 0. Me�utim, tada bi bilo 1 =

b

a
· c
b
· a
c
6 0, kontradikcija. Ukoliko

odaberemo brojeve a, b i c tako da su zadovoǉene nejednakosti
c2

4a2
+

b3

27a3
6 0,

a2

4b2
+

c3

27b3
6 0, onda �e

polinom P (x) imati 7 realnih nula (nejednakosti obezbe�uju da polinom ima bar 6 realnih nula, ali
poxto je neparnog stepena i ima realne koeficijente, onda on ima neparno mnogo realnih nula). Jedan
takav odabir je a = 1, c = 3 i b = −4. Ovim smo dokazali da polinom P (x) moжe imati najvixe 7 realnih
nula.

3. Koristi�emo slede�e tvr�eǌe.

Lema. Za proizvoǉan nenegativan ceo broj a nejednaqina

a < 2b − 2b

ima beskonaqno mnogo rexeǌa u skupu prirodnih brojeva.
Dokaz. Dokaжimo da za a> 0 vaжi

a < 2a+3 − 2(a+ 3), (∗)
tj. da je jedno rexeǌe date nejednaqine b = a + 3. Dokaz izvodimo principom matematiqke indukcije.
Tvr�eǌe trivijalno vaжi za a = 0. Zato, pretpostavimo da tvr�eǌe vaжi za a i dokaжimo da vaжi i
za a+ 1. Tada je

2a+4 = 2 · 2a+3 > 2(3a+ 6) > 3a+ 9,

qime je tvr�eǌe (∗) dokazano.
Kako je za b > 3 ispuǌeno 2b − 2b < 2b+1 − 2(b + 1), to je i svako b> a+ 3 rexeǌa date nejednaqine, pa

nejednaqina zaista ima beskonaqno mnogo rexeǌa. ✷

Ukoliko broj k ima prost delilac ve�i od 7, onda on mora da deli i P (n), pa je P (n) = 0, kontradikcija.
Dakle, za sve brojeve k koji imaju bar jedan prost delilac ve�i od 7, data jednaqina nema rexeǌa.
Dokaza�emo da za sve ostale vrednosti prirodnog broja k posmatrana jednaqina ima beskonaqno mnogo
rexeǌa. Zapiximo broj k u obliku k = 2α · 3β · 5γ · 7δ, gde su α, β, γ, δ ∈ N0 (N0 = N ∪ {0}). Posmatrajmo
broj n koji u dekadnom zapisu ima i jedinica, α + j dvojki, β trojki, γ petica i δ sedmica. Za ovako
izabran broj n je

P (n)

S(n)
= k ⇐⇒ 1i · 2α+j · 3β · 5γ · 7δ

i+ 2(α+ j) + 3β + 5γ + 7δ
= 2α · 3β · 5γ · 7δ

⇐⇒ i+ 2α+ 3β + 5γ + 7δ = 2j − 2j.

Po Lemi, nejednaqina 2α + 3β + 5γ + 7δ < 2j − 2j ima beskonaqno mnogo rexeǌa (po j), pa postoji i
beskonaqno mnogo ure�enih parova prirodnih brojeva (i, j) za koje vaжi

i+ 2α+ 3β + 5γ + 7δ = 2j − 2j.

Svaki od ovih ure�enih parova odre�uje jedan broj n koji je rexeǌe poqetne jednaqine. Zato, ako broj
k nema prost delilac ve�i od 7, posmatrana jednaqina ima beskonaqno mnogo rexeǌa.

4. Tvr�eǌe �emo dokazata primenom Menelajeve
teoreme, tj. dokaza�emo da vaжi

AB1

CB1
· BC1

AC1
· CA1

BA1
= 1.

Neka je MA = x, MB = y i MC = z. Moжemo pret-
postaviti da se taqke A1 i C1 nalaze na duжima BC
i AB, redom, a da se taqka B1 nalazi van duжi AC
(u sluqaju drugaqijeg rasporeda zadatak se analo-
gno rexava). Primenom sinusne teoreme imamo

A B

C

M

C1

B1

Op2013 3A 4



BC1

AC1
=

BC1/MC1

AC1/MC1
=
sin(∢AMB + ∢AMC − 90◦)/ sin∢MBA

sin(90◦ − ∢AMB)/ sin∢MAB

=
sin(∢AMB + ∢AMC − 90◦)

sin(90◦ − ∢AMC)
· sin∢MAB

sin∢MBA

=
sin(∢AMB + ∢AMC − 90◦)

sin(90◦ − ∢AMC)
· y
x
.

Analogno,
CA1

BA1
=

sin(90◦ − ∢AMC)

sin(∢AMC + ∢BMC − 90◦)
· z
y
.

Vode�i raquna o raporedu imamo i

AB1

CB1
=

AB1/MB1

CB1/MB1
=
sin(∢AMB − 90◦)/ sin(∢180◦ − ∢CAM)

sin(∢AMB + ∢AMC − 90◦)/ sin∢ACM
=

sin(∢AMB − 90◦)

sin(∢AMB + ∢AMC − 90◦)
· sin∢ACM

sin∢CAM

=
sin(∢AMB − 90◦)

sin(∢AMB + ∢AMC − 90◦)
· x
z
.

Kako je ∢AMB + ∢BMC − 90◦ + ∢AMB − 90◦ = 180◦, to je sin(∢AMB + ∢BMC − 90◦) = sin(∢AMB − 90◦),
pa traжena jednakost sledi mnoжeǌem dobijenih izraza. (Tangenta 64, str. 15, M962)

5. Primetimo da je mogu�e izabrati n + 1 podskup sa traжenom osobinom – dovoǉno je odabrati sve
podskupove skupa Nn koji sadrжe n− 1 elemenata i skup Nn.

Pretpostavimo da je izdvojeno n+ 2 podskupova sa traжenom osobinom. Tada bar n+ 1 od ǌih nisu
jednaki celom skupu Nn. Zato, prema Dirihleovom principu postoji k ∈ Nn koji se ne nalazi u barem
dva od ǌih, pa ǌihova unija nije jednaka Nn. Kontradikcija.

Dakle, moжe se izabrati najvixe n+ 1 skup sa traжenom osobinom.

Qetvrti razred - A kategorija

1. Domen date funkcije je R \ {a1, a2 . . . , an}. Kako je limx→a
±

i

f(x) = ±∞, funkcija ima vertikalnu

asimptotu u svakoj taqki ai, 1 6 i 6 n. Tako�e je i limx→±∞ f(x) = 0. Kako je izvod date funkcije (na
domenu) jednak f ′(x) = −∑n

i=1
1

(x−ai)2
< 0, to je f opadaju�a na svakom od intervala (ai, ai+1), 16 i6n− 1,

pa po Bolcano-Koxijevoj teoremi na svakom od ovih intervala ima taqno jednu nulu. Kako za x < a1
vaжi f(x) < 0, a za x > an vaжi f(x) > 0, to f ima taqno n− 1 nulu. (Tangenta 67, str. 6, M1035)

2. Neka je

(
n+ 2

n+ 3

)n

= c. Kako za 36k < n+2 vaжi
k

k + 1
<

n+ 2

n+ 3
, to je

(
k

k + 1

)n

< c. Sada za 36k < n+2

vaжi (
k

n+ 3

)n

=

(
k

k + 1

)n

·
(
k + 1

k + 2

)n

· . . . ·
(
n+ 2

n+ 3

)n

< cn−k+3,

pa je

(n+ 3)n = 3n + 4n + . . .+ (n+ 2)n < (cn + cn−1 + . . .+ c) · (n+ 3)n =
c · (1 − cn)

1− c
· (n+ 3)n <

c

1− c
· (n+ 3)n.

Dakle c >
1

2
, odnosno

(
n+ 3

n+ 2

)n

< 2. Neka je n> 3. Po binomnoj formuli vaжi

(
n+ 3

n+ 2

)n

=

(

1 +
1

n+ 2

)n

> 1 +
n

n+ 2
+

(
n

2

)

· 1

(n+ 2)2
= S,

pa je prema prethodnom 2 > S. Posle sre�ivaǌa, ovo je ekvivalentno sa n6 6.
Kako je 32 + 42 = 52 i 33 + 43 + 53 = 63, to su n = 2 i n = 3 rexeǌa date jednaqine. Tako�e,

34 + 44 + 54 + 64 6= 74 (jer je 34 + 44 + 55 + 64 ≡ 2 (mod 3), a 74 ≡ 1 (mod 3)), 35 + 45 + 55 + 65 + 75 6= 85 (jer je
35+45 +55 +65 +75 neparan, a 85 paran) i 36+46 +56 +66 +76 +86 6= 96 (jer je 36 +46 +56+66+76+86 ≡ 3
(mod 4), a 96 ≡ 1 (mod 4)), pa su n = 2 i n = 3 jedina rexeǌa date jednaqine.

3. Za n > 2013 me�u datim brojevima, po Dirihleovom principu, dva daju isti ostatak pri deǉeǌu sa
2013, dok za n = a = 2 nema brojeva koji daju isti ostatak. Zato postoji najve�i broj n sa navedenom
osobinom. Dokaжimo da za proizvoǉan ceo broj a vaжi a61 ≡ a (mod 2013), odnosno a61 ≡ a (mod 3),
a61 ≡ a (mod 11) i a61 ≡ a (mod 61). Ako je (3, a) = 1, po Maloj Fermaovoj teoremi vaжi a2 ≡ 1 (mod 3),



pa je a60 ≡ (a2)30 ≡ 1 (mod 3), a time i a61 ≡ a (mod 3). Posledǌa jednakost oqigledno vaжi za brojeve a
koji su deǉivi sa 3. Sliqno prethodnom, ako je (11, a) = 1, po Maloj Fermaovoj teoremi imamo a10 ≡ 1
(mod 11), pa je a61 ≡ (a10)6 · a ≡ a61 (mod 11). Ukoliko 11 | a, oqito vaжi a61 ≡ a (mod 11). Napokon, na
osnovu posledice Male Fermaove teoreme, vaжi a61 ≡ a (mod 61). Dakle, a61 ≡ a (mod 2013) za svaki ceo
broj a, pa je n < 61. Dokaжimo da je najve�a mogu�a vrednost broja n jednaka 60. Dovoǉno je dokazati
da brojevi 2, 22, 23, . . . , 260 daju razliqite ostatke pri deǉeǌu sa 2013. Neka je sa rp(k) oznaqen poredak
broja a po modulu p. Za r61(2) vaжi r61(2) | 60, odnosno r61(2) ∈ {1, 2, 3, 4, 5, 6, 10, 12, 15, 20, 30, 60}. Kako je

230 ≡ −1 (mod 61), to je r61(2) 6= 30. Ako r61(2) | 30, onda 1 ≡ (2r61(2))
30

r61(2) ≡ 230 (mod 61), kontradikcija.
Zato je r61(2) ∈ {4, 12, 15, 60}. Kako je jox i 24 ≡ 16 (mod 61), 212 ≡ 210 ≡ 48 · 4 ≡ 9 (mod 61), 215 ≡ 212 · 8 ≡ 72
(mod 61), to je r61(2) = 60. Pretpostavimo da me�u brojevima 2, 22, 23,. . . , 260 postoje neka dva koja daju
isti ostatak pri deǉeǌu sa 2013. Tada 2x ≡2013 2y, za neke 1 6 x < y 6 60. Me�utim, onda je 1 ≡ 2y−x

(mod 61), pa vaжi 60 = r61(2) | y − x. Me�utim, 0 < y − x < 60, kontradikcija.
Na ovaj naqin smo dokazali da je najve�a mogu�a vrednost broja n jednaka 60.

4. Neka je AB = c, BC = a, CA = b i ∢BAC = α.
Primetimo da je N taqka preseka simetrale ∢BAC
i opisane kruжnice trougla ABC. Samim tim,
∢BAE = ∢NAC, a kako je i ∢ABE = ∢ANC, to

je △ABE ∼ △ANC, pa je
AE

c
=

b

AN
, odnosno

AE ·AN = bc.
Neka je C′ taqka dodira prave AB i kruжnice
upisane u △ABC, a C′′ taqka dodira prave AB
i spoǉa pripisane kruжnice naspram A. Tada je

AS =
AC′

cos (α/2)
i ASa =

AC′′

cos (α/2)
, pa kako je AC′ =

b+ c− a

2
, AC′′ =

a+ b+ c

2
i cosα =

b2 + c2 − a2

2bc
, to

je

A

B C

S

Sa

NC′′

E
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AS ·ASa =
(b+ c− a) · (a+ b+ c)

4 · cos2(α/2) =
(b+ c)2 − a2

2 · (cosα+ 1)
= bc,

xto je i trebalo dokazati. (Tangenta 68, str. 9, M1037)

5. Dokaza�emo da za svako m ∈ N vaжi Lm = Mm−3 +Mm−1, tj. da ne postoji m sa traжenom osobinom.
Za svako S ⊆ Nm, koji brojimo u Lm, imamo dve mogu�nosti:

1◦ m 6∈ S. Tada je S ⊆ Nm−1, pri qemu S ne sadrжi dva uzastopna prirodna broja. Samim tim,
ovakvih skupova S ima Mm−1.

2◦ m ∈ S. Tada se u skupu S ne mogu nalaziti brojevi 1 i m, pa vaжi S \ {m} ⊆ Nm−2 \ {1}, pri qemu
S ne sadrжi dva uzastopna prirodna broja. Samim tim, ovakvih skupova S ima Mm−3.

Iz 1◦ i 2◦ zakǉuqujemo da je zaista Lm = Mm−3 +Mm−1.



Druxtvo matematiqara Srbije

Ministarstvo prosvete, nauke i tehnoloxkog razvoja

OPXTINSKO TAKMIQEǋE IZ MATEMEMATIKE

Rexeǌa zadataka

Prvi razred - B kategorija

1. Prirodan broj n moжe biti oblika 3k, 3k− 1 ili 3k− 2, za neki prirodan broj k. Ako je n = 3k, tada
je n2 + 1 = 9k2 + 1, xto nije deǉivo sa 3. Ako je n = 3k − 1, tada je n2 + 1 = (3k − 1)2 + 1 = 3(3k2 − 2k) + 2,
xto nije deǉivo sa 3. Ako je n = 3k− 2, tada je n2 +1 = (3k− 2)2 +1 = 3(3k2 − 4k+1)+ 2, xto tako�e nije
deǉivo sa 3. Ovim je dokaz u potpunosti zavrxen. (Tangenta 69, str. 28, zad. 5)

2. Neka je p prvo, a q drugo postavǉeno pitaǌe, i neka su sa τ(p) i τ(q) oznaqene istinitosne vrednosti
odgovora na ova pitaǌa. Razmotrimo slede�e sluqajeve:

1) Obe osobe su vile. Tada je τ(p) = ⊥ i τ(q) = ⊥.
2) Obe osobe su vextice. Tada je τ(p) = ⊥ i τ(q) = ⊤.
3) Osoba A je vila, a osoba B vextica. Tada je τ(p) = ⊥ i τ(q) = ⊤.
4) Osoba A je vextica, a osoba B vila. Tada je τ(p) = ⊤ i τ(q) = ⊥.

Dakle, da bi brodolomnik sa sigurnox�u mogao da odredi koja osoba kojoj vrsti pripada, na prvo
pitaǌe odgovor mora biti DA. Ako je na prvo pitaǌe odgovor bio NE, a brodolomnik posle drugog
pitaǌa moжe odrediti kojoj vrsti koja osoba pripada, odgovor na drugo pitaǌe je NE, odnosno obe
osobe su vile.

3. Dokaжimo da je funkcija f 1-1. Neka je f(a) = f(b). Ako je a, b6−2, tada je −a−1 = −b−1, pa je a = b.

Ako je a, b > −2, tada je
a− 3

a+ 2
=

b− 3

b+ 2
, odnosno ab−3b+2a−6 = (a−3)(b+2) = (b−3)(a+2) = ba−3a+2b−6,

tj. a = b. Ako je a6−2 i b > −2, tada je −a− 1 =
b− 3

b+ 2
, odnosno b− 3 = (−a− 1)(b+ 2) = −ab− b− 2a− 2,

tj. 0 = ab + 2a + 2b − 1 = a(b + 2) + 2(b + 2) − 5 = (a + 2)(b + 2) − 5. Me�utim, a + 2 6 0 i b + 2 > 0, pa je
(a + 2)(b + 2) − 5 < −5, odnosno ovaj sluqaj nije mogu�. Sliqno dokazujemo i da sluqaj a > −2 i b 6 −2
nije mogu�. Dakle, ako je f(a) = f(b) tada je a = b, pa je f 1-1.

Dokaжimo da je funkija f na. Ako je b>1, tada je −b−162, pa je f(−b−1) = −(−b−1)−1 = b. Ako je b < 1

odredimo a > −2 tako da je f(a) = b, tj.
a− 3

a+ 2
= b. Posledǌe je ekvivalentno sa

a+ 2− 5

a+ 2
= 1− 5

a+ 2
= b,

odnosno a =
5

1− b
− 2 =

3 + 2b

1− b
> −2. Dakle, za svako b ∈ R postoji a ∈ R tako da je f(a) = b, pa je f na.

Iz prethodnog zakǉuqujemo da je f bijekcija i da je

f−1(x) =







−x− 1, x> 1

3 + 2x

1− x
, x < 1

(Tangenta 65, str. 36, zad. 4)

4. Kako je DB = CE, to je DC = DB + BC =
CE + BC = EB. Trougao ABC je jednakokra-
ki, pa je ∢ABC = ∢ACB. Kako je DC = EB,
∢BGE = ∢CFD = 90◦ i ∢EBG = ∢DCF , to je
△BGE ∼= △CFD. Samim tim, FC = GB, pa je i

AG = AB −GB = AC − FC = AF,

tj. △AGF je jednakokraki. Sada je

180◦ = ∢AGF + ∢AFG+ ∢GAF = 2 · ∢AGF + ∢BAC,

180◦ = ∢ABC + ∢BCA+ ∢BAC = 2 · ∢ABC + ∢BAC,

pa je ∢AGF = ∢ABC, odnosno FG ‖ BC. (Tangenta
62, str. 36, zad. 5)

A

B C

FG

D E

Op2013 1B4

5. Dvocifreni brojevi deǉivi sa 13 su 13, 26, 39, 52, 65, 78, 91, a deǉivi sa 7 su 14, 21, 28, 35, 42,
49, 56, 63, 70, 77, 84, 91. Od ovih brojeva jedino 78 sadrжi cifru 7 i ispuǌava uslove zadatka, pa je
C1 = 7 i C2 = 8. Kako je od ovih brojeva jedino broju 84 cifra desetica 8, to je C3 = 4. Sada je C4 = 2
ili C4 = 9. Razmotrimo zato slede�a dva sluqaja.



1◦ C4 = 2. Tada je C5 = 1 ili C5 = 6. Ako je C5 = 1, tada je C6 = 3. Sada je C7 = 5 (jer ne moжe biti
C7 = 9), pa je C8 = 6. Me�utim, tada nije mogu�e izabrati C9. Neka je zato C5 = 6. Tada je C6 = 3 (jer
ne moжe biti C6 = 5), pa C7 moжe biti jednako 5 ili 9. Me�utim, za C7 = 5 nije mogu�e izabrati C8,
pa je C7 = 9 i samim tim C8 = 1. Me�utim, u ovom sluqaju C9 nije mogu�e izabrati.

2◦ C4 = 9. Tada je C5 = 1, pa je C6 = 3 i C7 = 5. Sada je C8 = 2 ili C8 = 6. Ako je C8 = 2, tada je
C9 = 6. Ako je C8 = 6, tada C9 nije mogu�e izabrati.
Dakle, jedino rexeǌe zadatka je broj 784913526.

Drugi razred - B kategorija

1. Neka je a =
3

√

23 +
√
513

4
i b =

3

√

23−
√
513

4
. Tada je a3 + b3 =

23

2
i

ab =
3

√

(23 +
√
513)(23−

√
513)

16
=

3

√

232 − 513

16
= 1.

Sada, kubiraǌem izraza 3x+ 1 = a+ b dobijamo

27x3 + 27x2 + 9x+ 1 = a3 + b3 + 3ab(a+ b) =
23

2
+ 3(3x+ 1) =

29

2
+ 9x,

pa je 2x3 + 2x2 + 1 = 2.

2. Data nejednaqina ekvivalentna je sa −1 < 20x−20x2 < 1, odnosno 20x2−20x−1 < 0 i 20x2−20x+1 > 0.
Diskriminanta prve nejednaqine jednaka je D1 = 480, a druge D2 = 320. Samim tim rexeǌa prve

nejednaqine qine skup
(

5−
√
30

10 , 5+
√
30

10

)

, a druge skup
(

−∞, 5−2
√
5

10

)

∪
(

5+2
√
5

10 ,+∞
)

. Dakle, rexeǌa date

jednaqine qine skup
(

5−
√
30

10 , 5−2
√
5

10

)

∪
(

5+2
√
5

10 , 5+
√
30

10

)

. (Tangenta 66, str. 37, zad. 5)

3. Neka je traжeni broj n. Po uslovu zadatka je n = 32 · 5 · m. Ako je n deǉiv nekim prostim brojem
p 6∈ {3, 5}, tada n ima barem 12 razliqitih delilaca 1, 3, 5, 9, 15, 45 p, 3p, 5p, 9p, 15p, 45p. Dakle, n je oblika
3k · 5l, za neko k > 2 i l > 1. Primetimo da su deliloci broja n taqno brojevi oblika 3a · 5b, za 06 a6 k
i 06 b 6 l, pa n ima (k + 1)(l + 1) delilaca. Po uslovu zadatka je (k + 1)(l + 1) = 5 · 2, pa je k = 4 i l = 1,
odnosno n = 34 · 5 = 405. (Tangenta 68, str. 31, zad. 2)

4. Neko je Oa centar kruжnice opisane oko △BMC.
Tada je ∢BOaM = 2 · ∢BCM , a iz trougla BMOa,
180◦ = 2 · ∢BMOa + ∢BOaM . Dakle,

∢BMOa = 90◦ − ∢BCM,

pa je ∢BMA = 180◦ − ∢BMOa = 90◦ + ∢BCM .
Analogno (posmatraǌem kruжnice opisane oko
△AMC) dobijamo ∢AMB = 90◦ + ∢ACM , pa je
∢BCM = ∢ACM , tj. CM je simetrala ugla BCA.
Sliqno dokazujemo da su AM i BM simetrale
uglova BAC i ABC, redom, pa je M centar upisane
kruжnice △ABC.

A

B C

M

Oa
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5. Trocifrenih brojeva qije su sve cifre neparne ima 53 = 125. Pri tome svaka cifra se pojavǉuje po
25 puta kao cifra jedinica, 25 puta kao cifra desetica i 25 puta kao cifra stotina u ovim brojevima,
pa je traжeni zbir jednak

25 · (1 + 3 + 5 + 7 + 9) · (1 + 10 + 100) = 69375.

(Tangenta 66, str. 38, zad. 1)

Tre�i razred - B kategorija

1. Neka je O presek dijagonala qetvorougla ABCD. Kako je ABCD deltoid, to je O sredixte duжi AC
i AC ⊥ BD. Samim tim, AO = 1, pa primenom Pitagorine teorema na trouglove AOB i AOD, dobijamo
1 +BO2 = 5 i 1 +DO2 = 2, odnosno BD = 3. Neka je SA = SC = x, SB = y i SD = z.



Primenom Pitagorine teoreme na trouglove
ADS i BDS dobijamo 2+ z2 = x2 i 9+ z2 = y2. Odu-
zimaǌem prve od ovih jednaqina od druge dobijamo
7 = y2 − x2 = (y − x)(y + x) = (y− x)(2 +

√
5), odnosno

y−x = 7 ·
√
5− 14. Kako je x+ y = 2+

√
5, rexavaǌem

ovog sistema dobijamo x = 8 − 3
√
5 i y = 4

√
5 − 6.

Dakle, z =
√
x2 − 2 =

√

107− 48
√
5, pa kako je povr-

xina qetvorougla ABCD jednaka
AC ·BD

2
=

3

2
(jer

su mu dijagonale normalne), to je traжena zapre-

mina jednaka
1

3
· 3
2
·
√

107− 48
√
5 =

√

107− 48
√
5

2
.

(Tangenta 69, str. 12, M1066)
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2. Determinante ovog sistema su

∆ =

∣
∣
∣
∣
∣
∣

1 1 1
−1 −2 −2
3 2 b

∣
∣
∣
∣
∣
∣

= 2− b, ∆x =

∣
∣
∣
∣
∣
∣

1 1 1
a −2 −2
4 2 b

∣
∣
∣
∣
∣
∣

= −ab+ 2a− 2b+ 4,

∆y =

∣
∣
∣
∣
∣
∣

1 1 1
−1 a −2
3 4 b

∣
∣
∣
∣
∣
∣

= −ab− 3a+ b− 2, ∆z =

∣
∣
∣
∣
∣
∣

1 1 1
−1 −2 a
3 2 4

∣
∣
∣
∣
∣
∣

= a.

Razmotrimo zato slede�e sluqajeve.

1◦ ∆ = 0, tj. b = 2. Tada je ∆x = 0, ∆y = −a, ∆z = a, pa imamo slede�a dva podsluqaja.

1.1◦ a 6= 0. Jednaqina nema rexeǌa.

1.2◦ a = 0. U ovom sluqaju je ∆ = ∆x = ∆y = ∆z = 0, pa sistem rexavamo Gausovim metodom
eliminacije. Polazni sistem je ekvivalentan sa

x+ y + z = 1,

−y − z = 1,

0 = 0.

Dakle, z je slobodna promenǉiva, tj. z = t za t ∈ R. Daǉe, iz druge i prve jednaqine redom
dobijamo y = −1− t i x = 2. Skup rexeǌa jednaqine u ovom sluqaju je {(2,−1− t, t) | t ∈ R}.

2◦ ∆ 6= 0, tj. b 6= 2. U ovom sluqaju jednaqina ima jedinstveno rexeǌe, x =
∆x

∆
, y =

∆y

∆
, z =

∆z

∆
,

odnosno (x, y, z) =

(

a+ 2,
ab− 3a+ b− 2

2− b
,

a

2− b

)

.

(Tangenta 66, str. 17, M996)

3. Za n>1 je 2n>2, pa je 22
n−4 = 4·(22n−1−1), odnosno dati broj je deǉiv sa 4. Tako�e, broj 22

n

= (22
n−1

)2

nije deǉiv sa 3, pa kako je potpun kvadrat, daje ostatak 1 pri deǉeǌu sa 3. Samim tim, dati broj je
deǉiv i sa 3, qime je dokaz zavrxen. (Tangenta 67, str. 27, zad. 5)

4. Neka je ∢CAB = ϕ. Primenom kosinusne teoreme na △ADE, dobijamo

cosϕ =
AD2 +AE2 − ED2

2 · AD · AE =
(21−m)2 +m2 −m2

2m · (21−m)
=

21−m

2m
.

Sada, primenom kosinusne teoreme na △ABC dobijamo

n2 = 332 + 212 − 2 · 33 · 21 · 21−m

2m
= 2223− 33 · 72 · 11

m
.

Kako je m < 21 (jer je EC < AC), to je m ∈ {3, 7, 9, 11}. Proverom ovih vrednosti dobijamo da su jedina
rexeǌa m = 7, n = 12 i m = 11, n = 30.

5. Primetimo da se dva lovca koja se nalaze u istoj vrsti ne napadaju. Kako je lovaca 33, a vrsta 8,
to se, po Dirihleovom principu, u barem jednoj vrsti nalazi 5 lovaca. Dakle, dovoǉno je ukloniti
preostalih 28 lovaca.



Qetvrti razred - B kategorija

1. Na intervalima (−∞, 0), (0, 2) i (2,+∞) funkcija je neprekidna, tako da je dovoǉno odrediti brojeve
a i b tako da funkcija bude neprekidna u taqkama 0 i 2. Primetimo da je f(0) = 2b, f(2) = 4b2 + 4b i
limx→2+ f(x) = −1, pa zbog neprekidnosti u taqki 2 vaжi 4b2 + 4b = −1, odnosno b = −1/2. Samim tim,
zbog neprekidnosti u taqki 0 je a 6= 0, pa je

−1 = lim
x→0−

f(x) = lim
x→0−

sin(ax)

4x
= lim

x→0−

sin(ax)

ax
· a
4
=

a

4
,

odnosno a = −4. Dakle, (a, b) =

(

−4,−1

2

)

. (Tangenta 65, str. 19, M973)

2. Uvedimo smenu t = x3. Tada je t2−2t+4 = 0, pa je t1,2 = 1±i
√
3. Zapiximo ove brojeve u trigonometri-

jskom obliku. Kako je |t1,2| = 2, to je

t1 = 2 ·
(

1

2
+ i ·

√
3

2

)

= 2 ·
(

cos
π

3
+ i sin

π

3

)

, t2 = 2 ·
(

1

2
− i ·

√
3

2

)

= 2 ·
(

cos
5π

3
+ i sin

5π

3

)

,

pa je dovoǉno rexiti jednaqine

x3 = 2 ·
(

cos
π

3
+ i sin

π

3

)

i x3 = 2 ·
(

cos
5π

3
+ i sin

5π

3

)

.

Rexeǌa ovih jednaqina su

x1,2,3 =
3
√
2 ·
(

cos

(
π

9
+

2kπ

3

)

+ i sin

(
π

9
+

2kπ

3

))

, 06 k 6 2,

x4,5,6 =
3
√
2 ·
(

cos

(
5π

9
+

2kπ

3

)

+ i sin

(
5π

9
+

2kπ

3

))

, 06 k 6 2,

pa su rexeǌa polazne jednaqine xi, 16 i6 6. (Tangenta 68, str. 28, zad. 4)

3. Primetimo da vaжi

p = x4 + 4 = x4 + 4x2 + 4− 4x2 = (x2 + 2)2 − (2x)2 = (x2 + 2x+ 2) · (x2 − 2x+ 2).

Kako je p prost broj, a x2 + 2x+ 2 > 1, to je x2 − 2x+ 2 = 1, odnosno x = 1, a p = 5.

4. Principom matematiqke indukcije �emo dokazati da vaжi

(. . . ((2013 ⋆ 2013) ⋆ 2013) . . . ⋆ 2013) ⋆ 2013
︸ ︷︷ ︸

n

=
2013

n
.

Za n = 1 tvr�eǌe trivijalno vaжi. Pretpostavimo da tvr�eǌe vaжi za n i dokaжimo da vaжi i za n+1.
Imamo

(. . . (2013 ⋆ 2013) . . . ⋆ 2013) ⋆ 2013
︸ ︷︷ ︸

n+1

= (. . . (2013 ⋆ 2013) . . . ⋆ 2013)
︸ ︷︷ ︸

n

⋆ 2013 =
2013

n
⋆ 2013 =

2013
n

· 2013
2013
n

+ 2013
=

2013

n+ 1
.

Dakle, vrednost datog izraza jednaka je 1.

5. Iz Vietovih formula za polinom p(x) dobijamo

x1 + x2 + x3 = 0,

x1x2 + x2x3 + x3x1 = −2,

x1x2x3 = −2010.

Sada je

x2
1 + x2

2 + x2
3 = (x1 + x2 + x3)

2 − 2(x1x2 + x2x3 + x3x1) = 4,

x2
1x

2
2 + x2

2x
2
3 + x2

3x
2
1 = (x1x2 + x2x3 + x3x1)

2 − 2x1x2x3(x1 + x2 + x3) = 4,

x2
1x

2
2x

2
3 = (x1x2x3)

2 = 20102,

pa kako je iz Vietovih formula za polinom q(x)

x2
1 + x2

2 + x2
3 = −a,

x2
1x

2
2 + x2

2x
2
3 + x2

3x
2
1 = b,

x2
1x

2
2x

2
3 = −c,

to je a = −4, b = 4 i c = −20102. (Tangenta 64, str. 39, zad. 8)


