JpymrBo marematuuapa Cpbuje
MuHncrapcTBo mpocBeTe, HAyKe M TEXHOJIOMIKOr Pa3Boja

OITIIIITUHCKO TAKMMNYEILE 3 MATEMATUKE
Pemema 3anaraka

IlpBu pa3pemn - A kareropuja

1. Heka je O cpemumre crpanune BC u k Kpy:KHU-
na ca npeunukom BC. Karo je AO > AD = B(C/2,
TO ce Tauka A He Hasua3u yHyTap kKpyskHune k. Camum
TuM, KpyskHANA k ceue my:x AO y tauku A’ (moryhe je
A=A"). Cana je <BA'O = <ABA'+ <BAA' > <BAA'
u <CA'O = <ACA" + <CAA' > <«CAA’'. Cabupamem
oBUX HejemHakocTu nobujamo 90° = <BA'C > <BAC,
mro je u Tpebaso nokaszatu. (Tamrenmrta 69, crp. 33,

On20131A1
3am1. 3)
2. Heka je P(z) = 221 +1. Tana je P(z) = (z +1) - (22010 — 22999 1 . — 2 +1). 3aro, oapeammo ocTaTtak mpu
nememy monuaOoMa Q(7) = 22910 — 22009 1 x4+ 1 ca xz+ 1. Kaxro je Q(—1) = 2011, To je mo Besyosom cTaBy

Q(z) = (x+1)- R(z) + 2011, a camum TuMm
Px)=(z+1)-((x+1)  R(z) +2011) = (x + 1)*- R(z) + 2011(z + 1),

na je Tpaskenu ocrarak jequak 2011z 4 2011. (Tamrenra 67, cTp. 4, M1014)

3. IlorkaskmMmo ma TakaB mpupomaH O0poj n me moctoju. IlpermocraBumo cymporuo. Heka je a € N majsehu
cremen 6poja 2 koju memu n!, Tj. 2¢ | n!, 29T { n!, a b majsehn crenen 6poja 5 xKoju menm n!, Tj. 5° | n!, 50T {nl.
Ha ocuoBy Jleskargpose popwmyiie umamo

o=zl Bl e lm) =5 B (5]

rae je ca [r] osmauen meo meo 6poja x. Kako mo ycmosy samatka 10% | n! u 105+ { nl, 10 je k = min{a,b} = b.

n:

Ilekanuu 3anuc 6poja = 3aBpimasBa ce HuzoM mudapa 2012, Te je oH mempuUB ca 22, a HUje NeJbUB ca 23, Oryna

10
Mmopa butu a — b = 2. Cana je

n n n—1 n

et 2] (575 -2

2 5 2 5

ma je n < 8. Ca mpyre crpane, 6poj n! uma 6ap 5 mudpapa, na je n > 8. OBum cmo mobunam na je n = 8.
MebyTtum, kako je 8! = 40320 mosa3umMo 10 KOHTPAAUKI]jE.

4. Hera je ADNBC = {R}. V3 36upa yriaosa Tpoyria
ABR 3akibyudyjeMo

180° = <RAB + <ABR + <ARB = 120° + <ARB,

omuocuo <ARB = 60°. Kakxo je <APC = <ARB,
yerBopoyrao ACRP je teruBan. Onmatie je <PRA =
<PCA = 60°. Amnasorno, <QQRB = <@QDB = 60°.
Kako je <PRA + <ARB + <QRB = 180° To cy Tauke
P, R u Q rosnuHeapHe, mTo je n Tpebasio MOKa3aTH. On20131A4

5. Ilpumep Ha cannm 1 mokalyje na je Ha Tabiay Moryhe mocraBUTH 7 :KETOHA.

IIpernocraBuMo na ce Ha TabIy MOKE MOCTABUATH 8 }KETOHA. AKO Ce y CBAKOM yriiy Tabiie HAJIA3U IO jedaH
’KeTOH, IpeocTalia 4 }KeToHa Ce MOpajy HAJa3UTH y OCEHUYEHOM neiy ciauke 2. Mebyrum, taj ocenuenu neo ce
MOKE TIOJIeIUTY HA TPU fesa (Kao Ha caui| 2), O KOJUX HU Y jelaH He MO:Ke 1a CTAHe BUIIE O jeIHOT KeTOHA.
Konrpamukmmja! Axo y HEKOM yTuly HeMa JKETOHA, OHZA HEKa moarabmauna muMenswmje 6 X 7 (camra 3) campsku
b6apem 7 sxeroHa. lokaxumo na je to Hemoryhe. IlpernmocraBumo na je moryhe. Tana y cBakoj BpCTH MMaMO
fap O jemaH KeTOH, a y jenHoj ox wux (permumo W) mMamo ABa, U TO, IpeMa yCJIOBY 3aIaTKa, y KPAajHUM
nosmuma. Hera je Wi moj cycenna Bpcra, a Wy Bpcra pazmuuuta on W cycemna Wi (cauka 3). Y Wi skerton
MOKe Ia Ce Hajasu CaMoO y CpelmeM IOy, alu Tana v Wy HeMa MecTa HU 3a jenal »KeToH. RoHTpanuxnujal

Ilakne, Ha Tabay je moryhe mocraBuTu HajBUmIe 7 KETOHA.
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Ilpyru pa3pemn - A kareropuja

1. Heka je <ACN = ¢ u AB = 3a. Tana je
<JANC = 120° — . Ilpumenom cuHyCHE TeopeMme Ha
AC

AN
ANACN pmobujamo — = — , ma je
sing  sin(120° — )
3 sin(120° — 3 1
3_sin(120°—¢) V3 L1
2 sin ¢ 2 2

omrocHO ctgp = 2/v3. Kako je 0 < ¢ < 7/2,
10 je cosp = 2/y/T u sing = /3/V/7. Kaxo je
SMBC = o, 10 je <MPC = <PCB+<PBC = 60°, na

On20132A1
je <CMP = 120° — . .
CcP cM
Cana, npumenom curycue teopeme Ha AM PC mobujamo Sn(120° = ) = 5605 ma je
CP=2 <cos + sintp) Ga AC - cos
= a - _— = —— = . N
P /3 N ¥
onuocuo <APC = 90°. (Tanrenrta 67, ctp. 5, M1019)
2. Hera w € C uma ocobuny na je ckyn S = {w"|n € N} konmauan. Kako Baxn |w"| = |w|”, To 3a |w| > 1
maamo |w| < |w?| < [w3| < ... < |w"| < ..., omHOCHO ckym S EHje kKomawan. Cimuno, ako je 0 < |w| < 1 mmamo
lw| > |w?] > |w?| > ... > |w"| > ..., ma BHU y oBoM ciyuajy ckym S Huje xomauan. Jlakme, ako je S KoHauaHm

CKym, oHAA je |w| =1 nam w = 0.

Ipernocrasumo na 6poj z € C\ {0} ca maBenenom ocobuuom nocroju. Tana Ha OCHOBY MPETXOTHOL IEJa
pemema uMaMo |z —i| =1 wmmm z —i =0, kao u |z +4| =1 nau z+i =0. Kako z =14 u z = —i He 3a10BObABA]Y
oBe yciaose, 10 je |z —i| = |z 4 i = 1. Hera je z = x 4+ yi, 2,y € R, pememe nocienmer cUCTeMa jeIHAUNHA.
Tana je 22+ (y—1)? =22+ (y+1)2 =1, majey=0wu x = 0, omaocro z = 0. Harue, 6poj z € C\ {0} ca
HaBEIEHOM OCOOUWHOM HE TOCTOjU.

3. Kako je 2 + 2 +1 = (w + %)2 + % > 0, TO je maTa HejeOTHAKOCT €KBUBAJIEHTA Ca
—32% - 3x -3 < f(v) <32* +32+3.

JleBa mejemrakocT je exsuBatenTHa ca 472 + (a +4)r +4 > 0, Koja BaskM 3a cBako ¥ € R ako m camo ako je
D; = (a+4)? - 64 <0, ommocro —12 < a < 4. IlecHa HejeoHAKOCT je ekBuBajeHTHa ca 222 + (2 —a)r + 2 > 0,
Koja Ba:kM 3a cBako T € R ako m camo ako je Do = (2 —a)? — 16 < 0, omocro —2 < a < 6. Ilakse, pemema
sanarka ynHe ckyn (—2,4). (Tanrenta 66, cTtp. 17, M992)

4. Jorazahemo ma 3a mpowm3BomHy Taury A; € ki
noctoje tauke B; € kg n C1 € k¢ TakBe na je Tpoyrao
A1B1Cy cauvaH, ajau He W TNOLyJApaH, Ca TPOYTIIOM
ABC.

Heka je O menrap onucase KpY:KHUIE TPOyTLJa
ABC, a A; upousBosHa Taukra kpyskuune ky. Komn-
CTPYUINMMO Ha Kpy:KHUNAMa kp u ko, pemoM, Tadke
By u C1, TtagBe ma cy <OBB; u <OCC, jemnaxku u
rcre opujenranuje kao <OAA; (oBakBe Tauke IOCTO-
je u jemuucteeno cy ompebene). Kakxo je OA = OB,
<OAA; = <OBB; u AA; = BBj, T0 Cy TpPOyrJoBu
OAA; u OBB; nogynapuu. On20132A4

Onasne je OA; = OB u <A10B; = <AOB, na cy tpoyraosu ABO u A; B10 cauunu. 3ato je 4By Ody

AB ~ OA -
Amnasorso, Bg,gl = %BBl u Cc“zl = %%1 . U3 nocnenme Tpu jenqnaroctu, umajyhu ma ymy na je OA; = OBy = OC;




u OA = OB = OC, mobujamo 4451 = Bi&r — G141y cy rpoyrmosn A;B1Cy u ABC cnmummn. Yrommko je
OA; # OA osu tpoyraosu uehe Gutu moxymapuu. Kako oBakBux omabupa tauke A; € k4 nma GeCKOHAYHO

MHOI'O, TO U TpaykKeHux omabupa mMma Takohe GECKOHAYHO MHOTO.

5. ITomwe Tabiue y i-ToM peny u j-Toj KoJOHM o3Hauubhiemo ca (i,7).
Axo je caon ma momy (1,1), ounrsenuo mobebyje urpau Koju HUje Ha MOTE3y — OGEJIEKUMO TO TOJbe ca 2.
3a cBako apyro nodse (i,7) ypagumo caeznehie:

e Ako je Oap jemHo mosbe Ha Koje CJIOH Mosxke na mobhe ca moma (i,7) y jennom moresy obeneskeHo ca 2,
obeneskumo mosme (i,j) ca 1;

e AKO Ccy CcBa IOJba Ha KOja CJIOH MO:ke na nobe ca mosma (i,f) y jemnom nore3y oberneskena ca 1, obesexumo
nosme (4,7) ca 2.

JacHO, aKO HACTABMMO Ca OBAKBUM O0eJiekaBameM, 3a CBa I0Jba Koja cy obenexkeHa ca 1 3Hamo na nobebyje
urpad Koju MOYnme Urpy, a 3a CBa MOJba Koja Ccy obesekeHa ca 2 3HaMoO Aa Apyru urpad mobebyje.

Ha oBaj mauwmu mobujamo tabeny mHa camnu 1. Kako je mome mecHO mosbe O3HAYEHO Ca 2, 3aKbYyUyjeMo ma
OPYyTU Urpad mMa nobenHUYKY CTPATErujy.

211121112121
1111|1111
2111|2112 |1]2
1121|1111
2111|121 |2]1
1121|1111
2111|1211 2
Cauxka 1.

Tpehu paspen - A kareropuja

1. Kako 3a w € C Bazu |w|? = w - W, umamo

2011 2011 2011
Ylr—al =Y (-2)—2) =) (¢—u)(EF-=)
k=1 k=1 k=1
2011 2011
= Z(ZE—I— 2pZk — 22k — 22k) = Z(|z|2 +1— 2z —Zzk)
k=1 k=1
2011 2011

=2011(|zP+1) =2 > T —Z > 2
k=1 k=1
=2011(]z|* + 1).

(Tamrenra 65, ctp. 19, M968)

2. Hexra cy o, s, az myne nomuroma A(z) = ax® + bz + ¢, B1, B2, B3 myne nomuroma B(x) = bz + cx +a n
Y1, 72, v3 Hyse momuroma C(z) = cx® + ax +b. Ha ocmoBy Buerosux dopmyna 3a mommuom A(x) mmamo

ad+ a3+ a3 = (a1 +az +a3)? —2(az + azaz + azay) = —2b/a. (1)

Amnajorno,
BY 485485 =—2/b, A1+ +73 = —2a/c (2)

Ipernocrasumo ma cy Gpojesu oy, fBi,vi € R, 3a 1 <i<3. Tama us (1) u (2) umamo —2b/a >0, —2¢/b >0

n —2a/c> 0. MuoxkemeM oBUX HejenHakocTu nodujamo —8 = (—2b/a) (—2¢/b) (—2a/c) > 0, wro je ounrienHa
koHTpamuknuja. OBuM cMO mokazanu ma moimHoM P(z) mema cBux 9 peasnux myna. Kako je o monmHOM ca
peasHuM KoepunujeHTuma, 10 je 6poj merosux Hyaa koje cy n3 C\R napan. Otyna nobujamo na P(zx) He moke
vMaTy Bume of 7 peannux Hyna. Omxpemumo cazma mpumep noaumaoma P(z) Koju mma TauvHo 7 peasHUX HYJIA.
ITocmarpajmo ypebere tpojre (a,b, ¢) 3a koje Baxku a +b+c=0. Taga je A(1) =0, na je A(x) = (z — 1)A;(x),
rae je Aj(z) = az?+ax—c. 3ato nomunom A(z) uMa Tpu peasHe HyJe ako U caMmo ako je a’+4ac>0. Amanoruo,
nosmEOM B(T) MMa Tpu peasHe HyJe ako M caMo ako je b2 4+4ba >0. 3a a=1, b= —4 u ¢ = 3 ounrnenHo Cy
3a/I0BOJLEHE TIOCTIeNn-e ABe Hejenuaroctu. To mam rapantyje na momuaomu A(x) u B(x) mMajy mo Tpu peasne



myne. Ilomuaom C(z) nma myny z = 1. Iakue, onabupom a =1, b= —4 u ¢ = 3 nomuroMm P(z) nma 7 peannux
HyJIA.

Apyzo pewene. Tlomarom Q(r) = 2 + px + ¢, p,¢ € R mma cBe Tpm peasHe Hyje aKO U CAMO aKO je HEroba
2
OUCKpUMUHaHTa [ = qZ + o7 HenozutuBHa. IIpermocrasumo na nonuaoMm P(x) uma 9 peannux myna. Tana 6u
6 ¢ Y 0 con D <o Mas '
300r HaBeIeHE YUILEHUIE BAKNIO — + —— —t+— u — +——<0. /la 6u HaBeneHe HEejeTHAKOCTU
R A I )
. c a c a .
Ba)KMHE HYKHO je Ia BaKU —, bz < 0. Mebyrum, raga 6u 6uio 1 = — - b < 0, koHTpagUENUja. Y KOJIUKO
a c a c
2 b? a? &
omabepeMo 6pojese a, b u ¢ TaKO Oa Cy 3a40BOJbeHE HejemHakocTy —— + —— < 0, — + —— < 0, ouna he
P boJ ’ Y ) 402 T 27a3 ST a2 T o3 S

nosuaoMm P(x) umaTtu 7 peannux myna (Hejemnakoctu o6e3bebyjy ma mommuroM mma Gap 6 peanHux Hysa, ain
[OWITO je HelapHOTI CTeleHa M UMa DeaiHe Koe(pUIUjeHTe, OHLa OH MMa HEeNapHO MHOTO DEealHuX Hyza). Jenax
TakaB onabup je a =1, c=3 u b= —4. OBuM cMO mOKa3aau na noauHOM P(x) MOMke UMaTH HajBUIle 7 PEATHUX
HyIa.

3. Kopuctuhemo crenehe tBpheme.

Jlema. 3a mpou3BOJbaH HEHEraTUBAH 110 OPOj a HejeqHAUnHA
b
a<2’—2b

nMa GECKOHAUHO MHOTO Pellema y CKYIy NPUPOIHUX Opojena.
Joxas. Horkasxkumo na 3a a > 0 Baxu
a <23 —2(a+3), (%)

Tj. Oma je jemno pememe mare Hejennauwue b = a + 3. Jloka3 uM3BOAMMO TPUHIUIIOM MATEMATUYKE WHIYKIU]E.
Tepbemwe TpuBumjamuo Baxku 3a a = (. 3aro, mpernocTaBUMO na TBpDheme BaKU 3a ¢ U HOKAKAMO N4 BAKU U
3a a+ 1. Tana je

204 = 2. 29%3 5 92(3a + 6) > 3a + 9,

unMme je TBpbheme (*) morazaHo.
Kaxo je 3a b >3 ucnymeno 2° — 2b < 271 —2(h+ 1), To je u caxo b > a + 3 pemema naTe HejeaHAUMHE, Na
HejeHAUMHA 3aUCTa UMa ODECKOHAUHO MHOTO PEIleHA. i

Yronuko 6poj k uma npoct peaunan sehiu ox 7, onna on mopa na meau u P(n), na je P(n) = 0, koHTpauknuja.
Hakne, 3a cBe O6pojeBe k koju mumajy Oap jemam mpoct menunan Behum on 7, mara jegHavmHa HeMa pPeIIemna.
Ilokazahemo na 3a cBe ocTaJie BPeQHOCTH IPUPORHOr Opoja k mocMarpaHa jeiHAYMHA MMa OECKOHAUHO MHOTO
pemema. 3amumumo 6poj k y obmuky k = 2%-3%.57 .70 rne cy «a,f,7,6 € Ny (Ng = NU {0}). Mocmarpajmo
6poj M KOjU y HEKATHOM 3aIlUCy UMa i jeIUHUNA, & + j OBOJKU, 5 TPOJKU, 7y METUIA U § CEAMUNA. 3a OBAKO
nzabpan 6poj n je
P 1¢.9a+3i.38.57 .76
(”):k . : —9a.30.5v. 70
S(n) i+2(a+j)+38+57+70
= i+20+38+5y+75=2 -2

ITo Jlemu, mejemnaumna 2o + 38 + 5y + 76 < 2/ — 2j mMa GeckOHAYHO MHOTO pemrema (Mo j), ma MOCTOju |
Becrkonauno muoro ypebenux nmaposa npupomuux Gpojesa (i,7) 3a Koje Basku

i+ 20438457+ 75 =2 —2j.

Ceaxru on oBux ypebenux maposa onpebyje jeman 6poj n Koju je pellerme MOYeTHE jeAHAUMHE. 3aTO, aKo OpOoj
k mema mpoct mesuial Behwu on 7, mocMarpaHa jeqHAYNHA UMa OECKOHAYHO MHOTO pellema.

4. Tepbeme hemo morkaszara npumenom Menesaajese
TeopeMe, Tj. qorazaheMo na Baku

AB, BCy CAi _
CB, AC, BA,

Hera je MA=2, MB =y u MC = z. Moxkemo nper-
noctaBuTu na ce rauke A; u C] Hanase na nyskuma BC
u AB, pemom, a na ce tauka Bj masnasu Ban myxu AC
(y cmyuajy apyradmjer pacmopena 3aaTak Ce aHAJOo-
rHo pemasa). IIpuMeHOM cHHYCHE TeopeMe UMaMo Omn2013 3A 4




BC,  BC,/MC; _sin(«AMB + <AMC — 90°)/ sin <M BA

AC,  ACy/MCy sin(90° — <AM B)/sin<M AB
_ sin(<AMB + <AMC —90°) sin<MAB
T sin(90° — <AMO) " sin<MBA
_ sin(<AMB + <AMC —90°) y
N sin(90° — <AMO) Tz
Amnasorso,
CA, sin(90° — <AMC)

z
BA;,  sin(<AMC + <BMC —90°) y

Bomehu pauyna o pamopeny mmamo u

AB,  AB{/MB; sin(<AMB —90°)/sin(<(180° — <CAM) sin(<AM B — 90°) sin <ACM
CB1  CBy/MB; sin(<AMB + <AMC —90°)/sin<ACM  sin(<AMB + <AMC — 90°) sin<CAM
sin(<tAM B — 90°) x

" sin(<AMB + <AMC — 90°) =’

Kaxko je <AMB + <BMC —90° + <AM B — 90° = 180°, 10 je sin(<AM B + <BMC — 90°) = sin(<AM B — 90°),
na TpaskeHa jeMHAKOCT CJIeNU MHOMEHeM nobujennx m3pasa. (Tamremra 64, cTp. 15, M962)

5. Ilpumermmo nma je moryhe msabparu n + 1 moackym ca TpaskeHOM OCOOMHOM — HOBOJBHO je omabparu cBe
noackynose ckyna N, koju cagpsxke n — 1 exmemenata u ckyn Np.

IIpernocraBuMO 1a je M3aBOjEeHO M + 2 MOACKYMOBa ca TpaskeHOM ocobmuoMm. Tama 6ap n + 1 on mUX HUCY
jemuaku nesoMm ckymy N,. 3aro, npema JlupuxieoBoMm mpunnumy nocroju k € N, Koju ce He Haysa3n y Gapem
IBa O WUX, ITa HUXOBA yHUja HUje jemmara N,. Kourpamukmnuja.

Ilakne, mo:xke ce uzabparu HajBume n + 1 CKyI ca TPaKeHOM OCOOWHOM.

YerspTu paspen - A kKareropuja

1. Jomen mare ¢ymrunumje je R\ {ai,az...,a,}. Kakxo je lim, , + f(z) = Zoo, ¢pyHEIMja uMa BepTUKAIHY
ACUMITOTY y CBakoj tauku a;, 1 << n. Taxobe je u lim, 1 f(z) = 0. Kako je usson mare ¢pyuruuje (Ha
nomeny) jemnak f'(z)=—> ", ﬁ <0, 10 je f onmanajyha na cBakom on muTepsasa (a;,a;+1), 1<i<n—1,

ma mo Bosmano-KomujeBoj TeopeMm Ha CBAKOM O OBUX MHTEDPBaJIA MMa TAdHO jenHy Hyay. Kako 3a < ai
Baxku f(z) <0, a 3a & > a,, Bakn f(x) >0, To f nma Tayso n — 1 wymy. (Tanrenra 67, cTp. 6, M1035)

2\" 2 E\"
2. Hexka je (%) =c¢. Kako 3a 3<k < n+2 Baxn ) < Z——l—B’ TO je (k——l—l) <ec. Camazad<k<n+2
BaKU " N N "
kN k (k1 n+2 < okt
n+3 k+1 k+2 n+3
na je
n n n n n n—1 n C-(l—Cn) n ¢ n
M+3)"=3"4+4"4+...+(n+2)" < ("+"""+...4¢)- (n+3) zﬁ-(n—i—?)) <:-(n+3).
1 n+3\" . .
Hakne ¢ > ok OIOHOCHO P < 2. Hera je n > 3. Ilo buHOMHO] pOopMyan Basku
n

n+3\" 1 1 " 1 n n 1 S
<n+2) - ( +n+2) ST <2> "y 7
ma je mpema mperxonaom 2 > S. Ilocise cpebuBama, 0BO je ekBuBaseHTHO ca n < 6.

Kako je 32 +42 =52 u 33+ 42 +5% =63 10 cy n = 2 u n = 3 pemema mare jemmaumne. Tarobe,
34444 154 4 6% £ 7 (jep je 3* + 41 +5° +6* =2 (mod 3), a 7* =1 (mod 3)), 3° +4° +5° +6° +7° £ 8° (jep je
3% +4° + 55+ 6° 4 7° menmapan, a 8° mapam) u 3% +4° 4+ 56+ 65 + 76 -85 £ 9% (jep je 36+ 46 +56 465+ 76+ 86 =3
(mod 4), a 9° =1 (mod 4)), ma cy n =2 u n = 3 jemuHa pemema JaTe jeTHAUIHE.

3. 3a n > 2013 meby matum OpojeBuma, mo dupuxieoBOM IPUHIUIY, ABA Hajy UCTU OCTATAK IPU AEJHEHY Ca
2013, mok 3a n = a = 2 Hema OpojeBa KOjU Hajy MCTU OCTATak. 3aTo IOCTOju HajBehwm Opoj n ca HaBegeHOM
ocobunoM. JIOKa:KMMO ma 3a pom3BoJbaH meo 6poj a sawu a’! = a (mod 2013), ommocro a®' = a (mod 3),
a' = a (mod 11) u a® = a (mod 61). Axo je (3,a) = 1, mo Mamoj Pepmaosoj Teopemn Basu a® = 1 (mod 3),



na je a% = (a?)3° =1 (mod 3), a Tume u a®! = a (mod 3). Tlocremma jeqHAKOCT OUMTIIETHO BaKU 3a Opojese a
Koju cy memusu ca 3. Camaro mperxomsoM, ako je (11,a) = 1, mo Mamoj ®epmaosoj Teopemu nmamo al® = 1
(mod 11), ma je a®* = (a'®)®-a = a®' (mod 11). Yxromuko 11 | a, ounro Bazxku a’' = a (mod 11). Hamokom, ma
ocuoBy mociemune Mase ®epmaose Teopeme, Baxu a®! = a (mod 61). lakmte, a®t = a (mod 2013) 3a cBaku meo
Opoj a, ma je n < 61. Horaskumo na je majseha moryha Bpemuoct 6poja n jemnakxa 60. loBobHO je moka3aTu
na 6pojesnu 2,22,23, ..., 250 najy pasnuuure octaTke npu mememy ca 2013. Hexka je ca r,(k) o3nauen nopenak
6poja a mo momyiy p. 3a 1e1(2) Basku re1(2) | 60, ommocuo r¢1(2) € {1,2,3,4,5,6,10,12,15,20,30,60}. Kako je
230 = —1 (mod 61), To je 161(2) # 30. Axo r61(2) | 30, onna 1 = (27‘61(2))7‘6??2) = 23 (mod 61), kKorTpamUEIM]ja.
3ato je 161(2) € {4,12,15,60}. Kako je jom u 24 = 16 (mod 61),212=219=48-4=9 (mod 61),2'5 =22.8 =72
(mod 61), To je r61(2) = 60. IIpermocrasumo na meby Gpojesuma 2,22%,23,...,2% nocroje meka nBa Koja majy
ucTu ocrarak npu nemeny ca 2013. Tama 27 =5913 2Y, 3a mHere 1 <o < y < 60. Mebyrtum, ouma je 1 = 2Y~7
(mod 61), ma Basku 60 = r¢1(2) | y — z. Mebyrum, 0 < y — z < 60, KOHTpaIMKIH]a.
Ha oBaj mauun cmo mokasanu na je majseha moryha Bpemmoct 6poja n jemmaka 60.

4. Heka je AB =¢, BC =a, CA=bu <BAC = «.
IIpumerumo na je N Tauka npeceka cumerpaje {BAC
u onucane Kpy:kuume tpoyria ABC. Camum Ty,

<BAE = <«NAC, a waro je u <ABE = <ANC, To0

je NABE ~ AANC, na je A—E = b

c AN’
AE - AN = be.
Heka je ¢’ Tauka momupa npase AB u Kpy:KHUIE
youcane y AABC, a C” rauka momupa npase AB
U cnoJha mpunucane kpyskaune Hacupam A. Tama je

OIMHOCHO

AC' AC"”
AS = —— u AS, = —————, ma kako je AC' =
cos (a/2) cos (a/2)
b — b b? + 2 —a?
%j AC" — % " cosa — %’ 0
je ¢ On20134A 4
AS - AS, = (b+c—a) - (a+b+c) _ (b+c)2 —a? b,
4 - cos?(a/2) 2. (cosa+1)
mro je u Tpebaso nokazaru. (Taurenra 68, crp. 9, M1037)
5. Ilorkaszahemo ma 3a cako m € N Basku L., = M,,—3 + M,,—1, Tj. Oa He MOCTOju M Ca TPaAKEHOM OCOOUHOM.

3a cBako S C N,,, koju 6pojumo y L,,, umamo aBe MoryhHocTu:

1°m & S. Tanma je S C N,,_1, npu uemy S He Caap:KU OBa y3acTomHa mpuponaHa Opoja. Camum Tum,
OBaKBUX CKymoBa S uma M, _1.

2°m € S. Tana ce y ckyny S He Mory Hanazutu 6pojesn 1 u m, ma sazku S \ {m} C N,,—2 \ {1}, npu vemy
S He caap:Ku IBa y3acTonHa npuponHa 6poja. CaMuMm TUM, OBAKBUX CKymoBa S uma M, 3.

W3 1° u 2° 3akmyuyjemo na je saucta Ly, = M3+ Moy—1.



JpymrBo marematuuapa Cpbuje
MuHncrapcTBo mpocBeTe, HAyKe M TEXHOJIOMIKOr Pa3Boja

OIIIITNHCKO TAKMUNYEILE 13 MATEMEMATURKE
Pemema 3amaTaxa

IIpBu pa3pen - B kareropuja

1. ITpupomau 6poj n Mmoske butu obauka 3k, 3k — 1 uuu 3k — 2, 3a Herku npuponan 6poj k. Axo je n = 3k, Tana
je n?+1=9k?+ 1, mro mUje memuso ca 3. Ao je n =3k — 1, Tama je n> +1 = (3k — 1)2 + 1 = 3(3k% — 2k) + 2,
mTo HUje mesbuBo ca 3. Ako je n = 3k —2, tana je n>+ 1= (3k—2)?2 +1 = 3(3k%> — 4k + 1) + 2, mro Takobe HUje
nemwuBo ca 3. OBuMm je mora3 y normynoctu 3aspues. (Tarrenra 69, crp. 28, 3am:. 5)

2. Heka je p upBo, a ¢ Apyro moCTaB/bEeHO NUTaKe, U Heka cy ca 7(p) u 7(g) 03HAUEHE UCTUHUTOCHE BPEIHOCTH
OATrOBOpAa HA OBa muTama. Pasmorpumo ciaemnehe ciydajese:

1) OBGe ocobe cy Busne. Tana je 7(p) = L u 7(¢) = L.

2) O6e ocobe cy semrune. Tazna je 7(p) =L u7(q) =T.

3) Ocoba A je Buiua, a ocoba b Bemruna. Tana je 7(p) = L u7(q) =T.

4) Ocoba A je Bemruna, a ocoba b suna. Tana je 7(p) =T u 7(q) = L.
Ilaxne, ma 6u OPOMOJIOMHUK ca CUrypHOmNy MOrao jnga oapenu kKoja ocoba KOjoj BpCTM Ipumana, Ha MIPBO
nuTame oaroBop mopa 6utm IIA. Aro je ma mpBo murame omrosop 6wmo HE, a Gpomonomuuk mocie mpyror
nuTama MOKE OIPENUTH KOjOj BPCTH KOja ocoba mpumamna, oaroBop Ha apyro nurawme je HE, ommocHo 0Ge
ocobe cy BuIe.

3. Hokasxumo na je ¢pyuruumja f 1-1. Heka je f(a) = f(b). Axo je a,b<—2, tana je —a—1=—-b—1, na jea =b.
. ~3
omuocHO ab—3b+2a—6 = (a—3)(b+2) = (b—3)(a+2) = ba—3a+2b—6,
b—3
g ° ORHOCHO b—3=(—a—-1)(b+2)=—ab—b—2a—2,
7). 0=ab+2a+20—1=a(b+2)+20b+2)—5=(a+2)(b+2)—5 Mebyrum, a +2<0u b+2 >0, na je
(a+2)(b+2) —5 < —5, omaOCHO oBaj cayuaj Huje moryh. Camuno mokasyjemo m na ciaydaj a > —2 u b < —2
mauje moryh. Ilakme, akxo je f(a) = f(b) Tana je a =b, ma je f 1-1.
Iokaxkumo na je pyuruja [ na. Axo je b>1, rana je —b—1<2, na je f(—b—1) = —(=b—1)—1=1b. Arojeb <1

Axo je a,b > —2, je —— = ——,
KO je a Tanajea+2 b2

Tj. a=b. Aro jea<—-2ub> -2, rana je —a—1=

-3 2-5 5
oJpeMo a > ;2 TaKO ,L[z je;;(a) =b, Tj. ZT =b. Tlocnenme je €KBUBAJIEHTHO Ca CLZT =1- pan il
OZHOCHO 0 = T— — 2= ﬁ > —2. Ilakue, 3a cBako b € R nocroju a € R tako na je f(a) =b, ma je f na.
W3 mperxonHOr 3akmydyjemo na je f Oujexkuuja n na je
—x—1, x=>1
-1
T) = 2
[ (z) 3+ x7 <1
1—a

(Tamrenra 65, crp. 36, 3am. 4)

4. Kako je DB = CE, 10 je DC = DB+ BC =
CE + BC = EB. Tpoyrao ABC je jemHakokpa-
ku, na je <ABC = <ACB. Kaxrxo je DC = EB,
<BGE = <«CFD = 90° u <EBG = <DCF, T0 je
ABGE =2 ACFD. Camum tum, FC = GB, na je n
AG = AB - GB = AC — FC = AF,

1j. AAGF je jemmarorparu. Cana je

180° = <« AGF + <AFG + <«GAF =2 - <AGF + «BAC,
180° = < ABC + <«BCA + <BAC =2 -<ABC + <BAC,

na je <AGF = <ABC, omnocuo FG || BC. (Taurenra On20131B 4
62, crp. 36, 3am. 5)

5. IlBoundpenu GpojesBu nesmuBu ca 13 cy 13, 26, 39, 52, 65, 78, 91, a memusBu ca 7 cy 14, 21, 28, 35, 42,
49, 56, 63, 70, 77, 84, 91. On oBux 6pojeBa jenmuo 78 camp:ry nudpy 7 U UCOyHAaBa YCJIOBE 3alaTKa, Ia je
C1 =7wu Cy =8. Karo je on oBux 6pojeBa jenuno 6pojy 84 mudpa meceruna 8, to je C3 = 4. Cana je Cy = 2
wiu Cy = 9. Pasmorpumo 3aro caeneha msa ciayuaja.



1° Cy =2. Tana je Cs =1 unu C5 = 6. Axo je C5 =1, tana je Cs = 3. Cana je C7 =5 (jep e moxke Gutu
C7 =9), na je Cs = 6. Mebyrum, rana auje moryhe uszadparu Cy. Hera je 3aro C5 = 6. Tana je Cg =3 (jep
e moke outu Cg = 5), ma Cr moxke Outn jemuako 5 umu 9. Mebyrum, 3a C7 = 5 muje moryhe uzabparu Cyg,
na je C7 =9 u camum tum Cg = 1. Mebhytum, y osom cayuajy Cy muje moryhe usabparu.

2°Cy=9. Tama je C5 =1, ma je C¢ =3 u C; =5. Cana je Cs =2 uinu Cg = 6. Ako je Cg = 2, Tana je
Cy = 6. Axo je Cg =6, rana Cy Huje moryhe mzabparu.
Ilakise, jennHo pememe 3anaTka je 0poj 784913526.

Ipyru pa3pen - b kareropuja

3/23+ /513 3/23 — /513 23
1. Heka je a = \ Lmb: YRy Tana je a® + 0% = — u
4 4 2
b — \3/(23—1-\/513)(23—\/513) _ 3/232 =513 1
B 16 B 6

Cana, xkybupamem uspasa 3z + 1 = a + b mobujamo

23 29
27:173+27:172+9x+1:a3+b3+3ab(a+b):7—1—3(3:1:—1—1):74—93:,

ma je 223 + 222 4+ 1 = 2.

2. JlaTa HejeaHAuUMHA eKBUBaJEHTHA je ca —1 < 20x — 2022 < 1, omrocHo 2022 — 202 —1 < 0 m 2022 — 20z +1 > 0.
HuckpumuHaHTa TpBe HejenHaumHe jemaara je D = 480, a mpyre Dy = 320. CamMuM TuM pellema IpBe

HejeHAUNHE YUHE CKYII (51— 630, 5+1— 630)7 a Agpyre CKyn (—oo, #) U (#,—i—oo). Hakne, pemema nare

jenHaunHe YMHE CKYII (5*1‘6%, 5*120‘/5) U (5+120‘/5, 5+1‘6%). (Tanrenra 66, cTp. 37, 3ax. 5)

3. Heka je Tpaxenu 6poj n. Ilo ycioBy s3amatka je n = 32-5-m. Ako je n mesbuB HEKMM TPOCTUM Gpojem
p € {3,5}, tana n uma 6apem 12 paznumunrux gemunana 1,3,5,9,15,45p, 3p, 5p, Ip, 15p, 45p. Hakue, n je obaura
3% .5l 3a mexko k>2 u [ > 1. IIpumernmo ma cy memmmonu 6poja n Tauno GpojeBm obmmka 3¢ -5°, 3a 0 < a < k
n0<b<!l, nanwuva (k+1)(l+1) nremunana. Io ycaosy sanatka je (k+1)(I+1)=5-2, majek=4nl=1,
omaocuo n = 3% 5 = 405. (Taurenta 68, ctp. 31, 3a1. 2)

4. Hexo je O, nenrap kpyskuuie onucane oko ABMC.
Tana je <BO,M = 2-<BCM, a u3 tpoyraa BMO,,
180° =2 - <«BMO, + <BO,M. Iaxaxe,

<BMO, = 90° — <BCM,
na je <BMA = 180° — <BMO, = 90° + <BCM.

Ananorso (mocMarpameM KDYJKHUIE OIMCAHE OKO
ANAMC) mobujamo <AMB = 90° + <ACM, na je
<BCM = <ACM, tj. CM je cumerpaia yria BCA.
Canuno nokasyjemo ma cy AM u BM cumerpaie
yraosa BAC u ABC, penowm, na je M nenrap ynucane O 20132B4
kpysxaune NABC.

5. Tponudpenux Gpojesa umje cy cse muppe HemapHe mMma 53 = 125. [Ipu Tome cBaka madpa ce mojaBbyje 1Mo
25 myra kao mudpa jeauHnna, 25 nyra Kao qupa gecetuna u 25 myTa kao upa CTOTUHA y OBUM OpojeBmMa,
ma je TpaskeHu 30Up jemHak

25-(1434+5+7+9)-(1+ 10+ 100) = 69375.

(Tanrenra 66, ctp. 38, 3anx. 1)

Tpehu pa3zpen - B kareropuja

1. Hexka je O mpecek mujaronasa yerBopoyria ABCD. Kako je ABCD mentoun, To je O cpemumre aysxku AC
u AC 1 BD. Camum tum, AO = 1, na npumenom Iluraropune treopema ua tpoyriaose AOB u AOD, nobujamo
1+ BO?=5u 1+ DO? =2, ommocao BD = 3. Heka je SA=SC =z, SB=yu SD = 2.



IIpumenom IlutaropmHe TeopeMe Ha TPOYIJIOBE
ADS u BDS nobujamo 2+ 2% = 22 u 9422 = 2. Omy-
3UMAakeM IPBE O/ OBUX jeTHAUMHA O ApYyre nobujamo
T=y’—a® = (y—a)(y + ) = (y — 2)(2+/5), omsocno
y—z =7-v/5—14. Karo je z+y = 2+ /5, pemasameM
oBOT cucreMa mobujamo x = 8 — 3v5 u Yy = 4/5 — 6.
Iakre, z = Va2 — 2 = /107 — 48/5, ma Kako je moBp-

AC-BD 3

muHa yetsopoyria ABCD jennaka —5 =3 (jep

Ccy My OujaroHajie HOpMaJjHe), TO je TpasKeHa 3alpe-

, 1 3 ———— 107T-48V5
(Tanrenra 69, ctp. 12, M1066)

2. lerepMUHAHTE OBOI' CUCTEMa CY

1 1 1 1 1 1
A=| -1 =2 -2 |=2-b, Ay=|a -2 -2 |=—ab+2a—2b+4,
3 2 b 4 2 b
1 1 11
Ay=| -1 a -2 |=—-ab-3a+b-2, A,=|-1 -2 a|=a.
3 4 b 3 2 4

Pasmorpumo 3aro crenehe cayuajese.
1° A=0, 1j. b=2. Taga je A, =0, Ay, = —a, A, = a, na umamo ciaeneha nsa noxaciydaja.

1.1° a # 0. JemmauuHa HeMa pellena.

1.2° @ = 0. ¥ oBom cayuajy je A = Ay = Ay = A, = 0, na cucrem pemasamo l'aycoBuMm MeTomoMm
enumuHainuje. [lona3uu cucteMm je eKBUBAJEHTAH Ca

r+y+z=1,
—Yy—z= 17
0=0.

Ilakne, z je camobomua mpomeHmuBa, Tj. z =t 3a t € R. Ilasme, u3 gpyre u npBe jeqHauywHEe PeIOM
mobujamo y = —1 —t u x = 2. Ckryn pemema jegnauune y oBoM cayuajy je {(2,—1—¢t,t)|t € R}.

A, A A,
2° A #0, 1j. b # 2. Y oBOM ciayuajy jeAHAUMHA UMa JeOUHCTBEHO DEUICHE, T = N Ky’ N
ab—3a+b—-2 a
= 2 .
OIHOCHO (,Y, 2) (a + 2, 5% 5 b)

(Tanrenra 66, ctp. 17, M996)

3. 3an>1je2">2, maje 22" —4 = 4-(22" "1 —1), omnocHo natu 6poj je nemus ca 4. Takobe, 6poj 22" = (22"71)2
HUje HeJbuB ca 3, Ia KaKO je IMOTIYH KBaIpaT, Haje ocrtaTak 1 mpu memewmy ca 3. Camum TuM, gatu Opoj je
memwuB U ca 3, yume je moka3 3aspmen. (Tanrenrta 67, cTp. 27, 3am. 5)

4. Hera je <CAB = ¢. IIpumenom rocunycue teopeme va AADE, nobujamo

AD?>+ AE? —ED? (21—m)®’+m?>—m? 2l—-m
2-AD-AE 2m - (21 — m) o 2m

cosp =

Capna, npumenom kKocunycue teopeme Ha AABC mobujamo

21—-m 37711

n®>=2332+212-2-33-21- = 2223 —

m
Kaxro je m < 21 (jep je EC < AC), To je m € {3,7,9,11}. IIpoBepoM 0OBUX BpemHOCTU NOOHUjaMO Ha Cy jeIaunHa
pemewma m =7, n=12u m =11, n = 30.

5. IlpnMeTnMo na ce nBa JOBIA KOja Ce HaJla3e y UCTOj BPCTH He Hamangajy. Kako je sosama 33, a Bpcra 8,
TO ce, nmo JlupuxseoBoM TpuUHIULNY, V¥ OapeM jemHoj BpCcTuU HaJsas3u H joBama. Jlakae, MOBOJBHO je YKIOHUTHU
mpeocTaaux 28 joBara.



YerBprTHu pa3spen - B kareropuja

1. Ha unrepBamuma (—o0,0), (0,2) u (2,+00) pyHEIM]a je HENPEKUIHA, TAKO A4 je HOBOJHHO ONpemuTu 6pojese
a u b Tako na ¢ymEEnuja Gyme Hemperumaa y Taukama 0 u 2. Ilpumermmo ma je f(0) = 2b, f(2) = 4b> + 4b u
lim,_,o+ f(x) = —1, ma 360r HemperumHOCTH y Tauku 2 Baxku 4b* +4b = —1, ommocuo b = —1/2. Camum Tum,
360r menpekunuoctu y Tauku 0 je a # 0, ma je

sin(ax) sin(az)

a
—1=1li = li = li -
Jim f(z) = lim —r= = lm —

a
47
1

omHocHO a = —4. [lakne, (a,b) = (—4, —§> (Taurenra 65, crp. 19, M973)

2. Yemumo cumeny t = 22, Tana je t?—2t+4 =0, na je t; o = 1+iv/3. 3amumumo oBe GpojeBe Y TPUTOHOMETPH-
jerkom obnuky. Kawko je [t12] =2, To je

1 1
=2 <§+i-§> :2-(008%—1—2’3111%), th =2 <§—i-§> —2. <cos5§+isin5§>,

a je MOBOJLHO PEIIUTU jeTHAUNHE

5 5
=2 (cos%—i—ising) u =2 (cos% +isin§>.

Pemema oBux jemmauwmua cy

2k 2k
T103=V2- (cos <z+—w> + i sin <f - —W» , 0< k<2,

9 3 9 3
5 2k 5 2k
T4.5,6 =2 (cos (—ﬁ+T7T> + 4 sin <§+Tﬁ>>, 0< k<2,

9
a Ccy pelrema mnojasHe jexsaunHe z;, 1 <1< 6. (Taurenra 68, crp. 28, 3ax. 4)
3. IlpumeTumo ma Baxku
p=at+d4=a+42* +4—42® = (2 +2)* — 20)? = (2* + 20+ 2) - (2 — 22 + 2).
Kaxo je p mpoct 6poj, a 22 +2x+2 > 1, To je x> —2x+2 =1, omaocro x = 1, a p = 5.

4. IlpuHnunmoM mMareMaTuyKe WHIYKIUje NeMO MOKa3aTy Aa BarKy

2013
(- ((2013 % 2013) x 2013) ... % 2013) x 2013 = —.

n

3a n = 1 rBpbemwe TpuBujanuo Bazku. [IpermocraBumo na tBpheme BaKM 3a n U HOKAKAMO Ia BAKU U 38 N+ 1.
Nmamo

2013 2013 19013 2013
(...(2013%2013)...%2013) % 2013 = (... (2013 % 2013) ... % 2013) x 2013 = — * 2013 = ' = .
n 2013 492013 n+1

n+1 n
Ilakne, BpeqHoOCT maTor m3pala jenHaxa je 1.

5. U3z Buerosux ¢popmyna 3a monmuoM p(x) mobujamo

X + i) + T3 = O,
r1T2 + T2X3 + r3xry1 = —2,
L1X2T3 = —2010.

Cana je
a3+ x4k = (21 + 2o+ 23)% — 22120 + 2223 + T321) = 4,
rirs + 2375 + 2307 = (v172 + Taw3 + 1371)% — 2117073 (T1 + T2 + 73) = 4,
rirdrd = (v12923)? = 2010%,

na Kako je u3 BueToBux ¢gopmyia 3a moauHoM ()

2 2 2
] +x;+r3= -—a,
2 2 2.2 2.2 _
xiTs + x5x5 + x50 = b,
i3l = —c,

T0 je a = —4, b=4 u ¢ = —2010%. (Tanrenra 64, crp. 39, 3am1. 8)



