JpymrBo marematuuapa Cpbuje
MuHncrapcTBo mpocBeTe, HAyKe M TEXHOJIOMIKOr Pa3Boja

OKPYKHO TAKMMNYEILE 3 MATEMATUKE
Pemema 3amaTaka

IIpBu pa3pen - A rareropuja

1. Heka cy mare kpysmune k, ca mearpom O m moaynpeunmkoMm R, u k', ca menrpom O u mOIympedHUKOM T,
roe je R>r.

Anasmuza. Heka 3ajemauuka cnosmamma TaHreHTa t; gomupyje kpyskaune k u k' y taukama A; u A}, pemom.
Nszabepumo Tauky B ma mysm A10 tako ma je AjBy = AJ0’ (tana je OB = R—r). Kako je A0 || AJO' n
A1By = A}0', wetBopoyrao A; A}O'B; je mpasoyraonuk, na je <OB;O’ = 90°.

Herka 3ajennuura yHyTpamma TAHTeHTa to qomupyje kpyskauie k u k' y Taukama Az u A}, penom. Uzabepumo
tauky B2 Ha mpasoj A0 taro ma je AsBs = ALO' u na Basxu pacnopen O — Ay — B (tana je OBy = R+ 7).
Kako je A20 || ALO" u A3 By = ALO', wersopoyrao A; ALO'Bs je npaBoyraonuk, na je <OByO’ = 90°.
Koncrpyknuja. Korncrpyumumo kpy:suumy | nang npeunukom OO’. Koncryummmo kpysxaune [; u Iy ca meETpom
O u nonynpeununnma R—r u R+, penom. Heka cy By n B Tauke npeceka kpysauna | u l1, a By u B} Tauke
npeceka kpyskauna | un la. Hera cy Ay, C1, As, C2 npecemu monynpasux OBy, OB}, OB, OB} ca kpy:RHUIOM
k, pemom. Komcrpymmwumo npase ¢; u t}, i € {1,2}, rako na je t; L A;0 u ¢, L C;0. Tlpase t1, ta, t] u th cy
3ajeIHUYKE TAaHreHTe Kpy:KHuUna ki u ko.

Hoxka3. Cuenu u3 anaause.

Iuckycuja. YEKOIUKO je jemHa KpyskHuUIA yHyTap apyre, Tj. OO’ < R —r, 3amaTak HeMa peliema, a WHAYE
IIOCTOje TaYHO YETUPU 3ajeTHUYKE TAHI'E€HTE OBUX KDY:KHUIA.

(Tanrenra 6p. 67, ctp. 4, M1012)
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2. 3agarak heMo pemunTy MHIYKIUjOM IO Opojy n. 3a n = 2 HyMepUIINMO HOOeIHUYKY ekuly O6pojem 1, a oHy
Koja je m3rybuna y mebhycobnom nyesny 6pojem 2. IlpermocraBumo 3aTo ga TBpheme Baky 3a MNPOU3BOJLHUX
n > 2 eKuna M OOKaKMMO Ha onatrie ciaemu u 3a n + 1 ekuna. Opnabepumo nmpoumsBosbHy exkuny X mehy Tux
n+ 1 ¥ HyMepUIIMMO IPEOCTAINX 7 IpeMa UHIYKTUBHO] IpeTIocTaBiu OpojeBuma on 1 mo n. Ako je exuma X
n3rybmiia cBe MeUeBe MOKEMO je HyMmepucaTtu Opojem n+ 1 u 3a oBux n+ 1 ekuna he BaskuTu yciaoBu 3anaTKa.
IIpernocraBumo 3ato ga je ekmma X nobemuia Gap jenHoM 1 Heka je j OpOj KOjUM je HyMepUCaH TUM Ca
HajMamuUM UHIEKCOM MeDy oHmMa koju cy m3rybusnm on oBe exkume. Cana, TMMOBE KOju Cy OMiIn HyMepUCAHU
OpojeBumMa j mo n, Hymepumumo Gpojesuma j + 1 mo n+ 1, pemnom, ekunama mHymepucanum on 1 mo j — 1 (ako
je j > 1) sanpsxumo Hymepamujy, a ekumy X HyMepummMo ca j. Kako je exkuma mymepucana ca j — 1 (ako je
j > 1) mobemuna exkuny X, ycIOBU 3a1aTKa Cy UCHYH€HU U H0Ka3 je 3appmen. (Tanrenra 67, cTp. 5, M1018)

3. IIpermocraBumo npBo aa je x > 7. Tanma geBa cTpaHa jeaHavnHe maje ocraTak 6 mpu gemeny ca 7. Mebhyrum,
KAKO KBAJPAT HUjeJHOT MPUPOIHOT Opoja He maje octaTak 6 mpu mememy ca 7 (Moryhm ocramm cy: 02 = 0,
(£1)2 =1, (£2)2 =4 u (£3)? = 2 (mod 7)), y oBoM cayuajy jeqHaumHa HeMa pemrema. lIpeocTtaje jom ma ce
ncnuTajy caydajesu 1 < z < 6. JlupekTHOM IPOBEPOM ce yCTaHOBJaBa na cy pemewma (z,y) € {(4,10),(5,14)}
(rama mmamo 4! + 76 = 24 + 76 = 100 = 10% u 5! + 76 = 120 + 76 = 196 = 142).

4. Kopuctuhemo caenehe tBpbheme:

Heka cy 71 u 72 kpysuune ca nearpuma C7 u Co, penom, koje ce ceky y tTaukama X u Y. Tana je
1C1 XCy = <C YOy, <X C1C5 = <Y C1Cs u <X C5C = <Y Co (Y.

Hexka cy O1, O2 u O uentpu kpy:xauna ki, ke u k, penom, a M, M # N, tauka npecek Kpyskauna ks u kg.
Tpoyraosun NO1P u NOyP cy nonynapuu n jemmarokpaku, na je O1N || OP. Canuno, tpoyraosu POB n
PO3B cy nonynapuu u jennakokpaku, na je Oz P | OB, omnocuo u3 nperxomuor O1N || OB. Kaxro je u O1N =



OB, 1o je werBopyoyrao O10BN mapanenorpam, na je OO; = BN. Awnasoruo je OOy = AN u 0105 = AB,
na cy Tpoyraosu ABN u 02010 nonynapuu. M3 ose noxymapuoctu je <ANB = <0200;. Ilame, npuMeHoM
HaBeneHor TBphema, umamo (PO0y; = <BO0; u <PO0; = <AOOq, na je <AOB =2 10,00, = 2 << ANB.
ITomoBHOM nmpuMeHOM HaBeneHOT TBphema je <KANB = <AMB, na je <AOB =2 < AMB. CaMuM TuM, KaKo ce
tauke O u M Hamasze ca ucre crpane npase AB, M ce Haja3u U HA KPY:KHUALU k, YMME j€ NOKA3 3aBPIIEH.
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5. Hexka je ca a;; o3HauUeH OpoOj KOju je 3ammcaH y IOJbY KOje ce HaJla3u y ¢-TOj BPCTU U j-TOj KOJOHMU.
3a cBaku nmapan O0poj n ciaeneha Ttabauna je caBpiieHa:

-1 =t
Ea 1, wumaue

jepjerTama k;=—1mv;,=1,3a 1<i<n.

Heka je n wmenapan 6poj. U3 ky + ...+ ky, +v1 + ...+ v, =0 cremu na je tauno n ox 6pojeBa ki, ..., ky,
V1, ..., Up jenHako 1 u tauno n jemmaxko —1. To smaum ma je kiks - ... - kpviva-... v, = (—1)" = —1. Oso je
memoryhe, jep je kiks ... kpviva - ... v, = P2 =1, rae je ca P 03HaYeH IPOM3BOJ CBUX OpojeBa Tabmule.

Cagpurera TabJuia MOCTOjU aKO M CaMO aKo je m mapad Opoj.

Ipyru pa3pen - A kareropuja

1. TIpernocrasumo na je tg2z - ctg3z € (2/3,9). Ipumernmo na x mHuje obsuka 7/2 + km, 3a Hexo k € Z, jep

2t
je y cynporaoMm tg2x = 0. Ilakxe, tgx je medmrHUCaHO, A BakHU tg2x = % Taxobe, ctg3x # 0, na je u
Jtgx —tg 32 .
tg 3z meduHMCAH U IO aOUOMOHUM (QopMyJiaMa BaXHI tg3x = 1 _3eZs Hexa je
2t 1— 3tg? 2 — 6tg? 2—-6 2
y =tg2z - ctgdx = gx2 . gzg = 2gx4 = m__ e 2.9,
1—tg?x 3tgr —tgix 3 —4dtg?x+tgir 3 —4m+m? 3
rae je m = tg2x. Tana je
y-m?+ (6 —4y)-m+ (3y —2) = 0. (%)

[Ipema mpeTxomHOM, KBaApaTHa jemnaumsa () (0 m) mMa HeHeraTuBHO pememe. laxie, D = (6 — 4y)? —
4y(3y — 2) > 0, ommocuo 4y? — 40y + 36 > 0. Pemasamem oBe KBaApaTHEe HejemHAuUWHE AOOUjamMo ma je y = 9
wiz y < 1, ma je npema nperxonuom y € (2/3,1]. Mebyrum, tana je y > 0, 6 —4y > 0 u 3y — 2 > 0, nma je
no Buerosum ¢opmymnama 36up pemema jenHauwHe (k) HETATUBAH, & MPOU3BOJ MO3UTUBAH, a CAMUM TUM 00a
peliema Cy HeraTuBHA. KoOHTpaIuknnja.

2. Heka je AB =¢, BC =au CA =10. UsBenumo GopMysIy 3a HOIYIPEUHUK CIOJbA HPUIUCAHE KPY:KHUIE
tpoyrna. Hexka cy ca S u S, 03HaUeHN HeHTPH ynucaHe U CIOJ/bA IpUNUCAHE Kpy:xHUne crparunu BC tpoyria
ABC, penom, a ca S’ u S! nomHo:kja HOpMasa oBuX Tavaka Ha npasy AB, penom. Tpoyrmosu ASS' u AS,S!



. AS"  (b+c—a)/2 btc—a
Cy CaWvHM, A je — = =

o = A5 " @ibrop atbre Kako je 2S5 =r(a+b+c¢), rae je S moBpmmHa TPOyTiIa

25
ABC, 0 je 1y = ———.
TO )¢ Ta b+c—a
. a+b+c . .
Heka je p = — nosryobum Tpoyria ABC. V3 nperxoaHor 3ak/bydyjeMo Ia je HeCHa CTpaHa TPasKeHe

HEejeTHAKOCTU jeTHAaKa

—a)? AV AV
potill oottt

2 2 2
r2 o) 2 S

Ilame, 10 HejenHAKOCTH M3MeDy KBaapaTHE UM apUTMETUUYKE CPeIUHE je

2 202 42¢% —a? S (b+c)? — a?

mg 1 > 1 =p(p — a),
na je
RS s Y 1 L _(-be-—d+@-9p-a+@-—ap->)
m3+m§+migp(p +p—b+p—0) pp—a)(p—b)(p—c) '

—a
ITo Xeporosom obpactu je S? = p(p—a)(p—b)(p — c), ma Tpamena HejeMHAKOCT CJIeJU HA OCHOBY HejeTHAKOCTH

P=a)?+@=-b°+p-c’2@-a)p-b)+{@-0@-c)+@@-c)p-a)
Jenmarxoct Basku ako u camo ako je a = b = c¢. (Tamrenra 66, crp. 19, M1011)

3. okaxumo nma Opoj m = 5 mMa CBOjCTBO OIMCAHO y 3aJaTKy, TaYHUje & je jeAUHO Delleme jeTHadnHe
xrt+ 23 —i—:zc% +xi = 5:10‘5l neropka (0,0,0,0,0). IIpernocraBuMo fa IOCTOjU HEKO pemliewme 3a koje je x5 # 0. Heka
je d majsehn 3ajemumuru nenuian 6pojesa x;, 1 <i<5, u Heka je x; = 2} -d, 1 <i<5. HememeM jennauune ca
d*, mobujamo jemHauMHY
et ot ot ot =52l

npu wemy je H3IL(z),xh, 2%, o), 25) = 1. Kako je (£2)* = 1 (mod 5), (£1)* = 1 (mod 5), 0* = 0 (mod 5),
3aKJbYUyjEMO [a YEeTBPTU CTEIEeH Ma KOT IeJIor Opoja mpu messewmy ca b maje ocrarak 0 mau 1. Opgasne mmamo
na je 36up o)t + aft + 2 + 2} nemus ca 5 jenumo ako cy csu Gpojesu x4, xh, x5, ) nemusu ca 5. Mebyrtuwm,
tana 5% | ot + bt + ot + 2t = 52, omakse 5 | xf. OBum cmo mobuium na cy 6pojesu x}, 1<i<5, nemusu ca b5,
ma BUXOB HajBehu 3ajeqHUuUKM meswial Huje 1, mTo je KOHTPAIUKIN]a.

4. Hera je X, X # A, npeceuna Tauyka KpY:KHUIA
onucaaux oko NAPQ u NABC. Tana je <XPA =
IXQA u <XBA =<XCA mro 3naun na je AXBP ~
AXCQ. Canga nMmamo

BM _BP/2 BP _XB
CN CQ/2 ©Q XC

mro 3ajenuo ca <XBM = <XCN paje AXBM ~
AXCN. 3armyuyjemo ma je <XMA = <XNA, na
Tauka X mpumana KpysKHANM omucanoj oko NAMN. Ox20132A 4

5. JloraskmMO Ja je TpaskeHO Moryhe ako u caMo ako je n mapaH 0poj.
n(n—1)
5

Kako je cBaku jesur ymorpebibeH jeqHak Opoj myTa, TO je CBAaKU je3WK yHOTPEOJLEeH IO 5 ImyTa, IMTO HUje IIeo

IIpernocraBuMo na je n Hemapan u ma je Tpaskeno moryhe. Tazma je ykyman Opoj mo3apaBibaimba

opoj. Kourpamnurmnuja.

HoxraxkumMo ma je TpaskeHo Moryhe yKoJuko je n mapan 6poj. Hymepummmo yuecHure ckyma OpojeBuMa Om
1 no n. Heka cy ce yuecuuimu nymepucanu ca a u b, rae n ¢ {a,b}, mo3apaBuiu je3aukOM KOjU je KOHI'DyEHTaH
ca a+b oo Mmogyny m — 1, a ydyecHUI @ U n, a4 # M, HO3APABUIN JE3MKOM KOjU je KOHIDYEHTAH ca 2a MO
Monyixy n— 1. Tama ce yuyeCHUK HyMepHUCAH Ca @, 3a @ # N, IO3APABUO HA je3UIUMa KOjU Cy IO MOIYIYy n — 1
KOHIPYEeHTHU ca a+ 4, 1 <i<n— 1, ma kako 0oBU OpPOjeBU Hajy pa3jIUudUUTe OCTATKE MPU Mehemy ca n — 1, To ce
YYEeCHUK HyMepPUCaH Ca ¢ II03APAaBUO Ha CBUX N — 1 je3uka. Y YeCHUK HyMEPHCAaH Ca 7 IIO3APABUO Ce Ha je3UIUMa
KOju cy mo Momyny n — 1 koHrpyeutHu ca 2¢, 1 <i<n — 1, ma Kako oBu OpOjeBU majy pa3JIUUUTE OCTATKE IPU
Iejbemy ca n — 1, TO ce M yYeCHUK HyMepPUCAH ca N IO3APaBHO HA CBUX N — 1 je3uka.



Tpehu paspen - A kareropuja

1. Hpumeruvo na 3a Gpysmmjy f: R — R, nedpunucany ca f(z) = sin®z sasu f(R) = [0,1]. 3aro je
(Vz € R)(sin®" 2 + ¢ -sinx - cos®> x + cos®™ z = 1) & (Vy € [0,1])(y" + cy(1 —y) + (1 —y)" — 1 =0).

ITocmarpajmo nomuaoMm P(y) =y +cy(l —y) + (1 —y)™ — 1. Axo je P(y) =0 3a cBako y € [0,1], To nonuaom P
rMa GEeCKOHAYHO MHOTO HyJa, ma je P myma mosuaom. OGpHyTO, ako je P mymna momumaoMm Bazxu P(y) = 0, 3a
cBe y € [0,1]. Iakue, Tpaxkena koHcTaTa ¢ noctoju akko P(y) = 0. Hocmarpajmo majupe cayuaj n > 3. Ha
OCHOBY OMHOMHEe (GopMyie 3aKbydyjeMo na je 3a mapHe OpojeBe n cremeH mojauHoMa P jenHak n, a 3a HeIapHe
6pojese n jemHak n — 1. OBuM cMO Ookazanu ga 3a n > 3 noauHoM P(y) Huje Hysa IOJMHOM, Ia ¢ He IOCTOjU.
Ocraje ma pasmorpumo cayudajese n € {1,2,3}. 3a n =1 umamo P(y) = —cy? + cy, mTo je HyJIa MOJUHOM AKKO
jec=0. 3an=2wumamo P(y) = (2 —c)y? + (c — 2)y, mTO je HyJTa MOJMHOM AKKO je ¢ = 2. 3a n = 3 uMaMo
P(y) = (3—¢c)y? + (c — 3)y, mTO je HyTa MOIUHOM AKKO je ¢ = 3.
Hakme, ¢ mocToju ako u camo je n < 3.

Apyeo pewewe. Ila O6u TpaskeHa jeQHAKOCT BAXKUIA 3a CBaKO T € R, oHa Mopa BaxkuTu u 3a © = 7/4 u x = 7/3.
3aMeHOM OBUX BPEIHOCTHU PEIOM HOOUjaMo

1 1 3" +1
. . 3 3" +1
3aTo, 3a MOCTOjame TPaKeHe KOHCTAHTe ¢ IIOTPEOHO je na Basku 12_% = 16_F' Cpebusamem nocaenme
jemHakocTu mobujamo
3" 4+1=2"""%4+3.2" (%)

Kako 3a n > 5 Bayku HejeqHAKOCT 22n=2 -, 3n (mwTo Cce MOMKE MOKA3ATU IPUHIUIIOM MATEMATUYKE WHIYKIU]jE)
u3-2""1>1 71ojesan>=5y (x) meBa crpama Beha on mecre. 3a n < 5 mpoBepoM MOGUjaMO A& jeTHAKOCT
() Basgm 3a n € {1,2,3}. OBuM je mokazaHo ma 3a N > 3 TPAKEHO ¢ HE MOCTOjU. PasMOTPUMO cama Ciydajese
n < 3. Hwuje Temko yBeputu ce ma 3a n = 1, n = 2, onaocuo n = 3, koucraure ¢ = 0, ¢ = 2, OAHOCHO ¢ = 3,
3a10BOJbABA]JY YCJIOB 33 TATKA.

2. IIpermocraBuMO ma MaTpuila ca HaBedeHUM ocobmHama nmoctoju. O3HaumMo H-eHy neTepMuHaHTy ca d. Ha
ocuoBy Komm-Bureose teopeme mmamo —2 = det A¥ = (det A)¥ = d¥ u 4 = det A" = (det A)" = d". Opnanne
je d** = d", ma je |d|** = |d|". Kako je |d| > 1, a exkcmomenmujanna dymrnuja ca ocmosoMm Behom om 1 cTporo
pacryha, no6ujamo 2k = n. Mebyrum, Tama 6u Baxmao (A%)?2 = A", mro muje Taumo. Ilakme, MaTpuma ca
HaBeJIEeHUM OCOOMHAMa HE MOCTOjU.

3. Hexka je d = n? + a. Kako je n =1 pememe 3amaTra, npernocraBumo na je n > 1. Tana d mnenn (n4 +1) -
(n*—a?)=a?+1,1j. (n?+a)-b=a?+1, 3a mero b € N. U3 ose jeamarxoctn je

a? —ba+1—-n% =0, (%)

b 4n2b 4 b2 — 4

na je 3n+7>a = 54— 5 . IIpumernmo ma 3a b>13 Baskm b++v/4n?b + b2 — 4 > 13+7n > 14+6n, mTo je

Y KOHTPAAUKIMJU Ca MIPETXOJHOM Hejequakomy, na je b<12. 13 b | a’+1 cremu na b He MO¥ke OUTH HesbUB ca 4,
a HU ca npocTuM 6pojem obauka 4k —1 (jep Tama —1 Huje kBanparHu ocraTtak). akmue, b & {3,4,6,7,8,9,11,12}
(0BO ce MOMke MOKA3aTW U JUPEKTHO, 6e3 Kopumhena IPEeTXOIHO HABEeHNX YMibheHna). Jame, He MOke Oty
Ha b = 1, jep jemmaumma n? = a? —a + 1, 360r (a —1)2 < a®+1—a < a?, Hema pemema y CKyIy TPUPOTHIX

(a—1)°

6pojeBa. 3a b =2 je n? = , mro takohe muje moryhe. Hakue, b € {5,10}.

Heka je b= 5. Tana je 5n? = a?—5a+1= (a—1)? (mod 3), na cy 6pojesu n u a— 1 nemusu ca 3. MebyTum,
tana 9 | 3a = (a —1)? — 5n?, na je u a nemuso ca 3, mro Huje moryhe.

Hajsan, mera je b = 10. Pemasamem jennauune (*) nobujamo a = 5+ v/10n2 424, a ycaos a < 3n + 7
exBuBaJjeHTaH je ca 0 > n? — 12n + 20, oxsocuo n < 10. Kaxo je 10n? + 24 moTnye KBaZpaT, TO je N mapaH
(y cymporsOM je 10n? + 24 = 2 (mod 4)). IIposepom mobujamo ma je 3a n < 10 6poj a mpupomad jemawHo 32
n € {2,10}. 3an =2 6poj d =17, a 3a n =10 6poj d = 137, 3an0BOMmaBA YCIOBE 3aIATKA.

Tpaxkenu 6pojesu cy 1,2 u 10.

4. OsnaunMo TpaskeHu noaynpedvruk ca r. Heka je ca S(X) osmauena mospmmua dpurype X.
Baxu S(ABD) =r(AB + AD + BD)/2u S(ACD) = r(AD + AC — CD)/2 (3a usBobeme oBe popmyire morie-
[aTy pememne 2. 3a1aTKa 3a 2. paspen), ma je

BD _ S(ABD) _AB+ AD+ BD
CD  S(ACD) AC+AD-CD’




Kopucretiu AB = AC, omasne mobujamo BD(AB + AD — CD) = CD(AB + AD + BD), omuocuo 2BD - CD =
(BD — CD)(AB + AD). Hame, no Crjyaprosoj Teopemu je AB2 — AD? = BD - CD, na 3aMeHOM y TPETXOIHY
jemnaroct mobujamo BD — CD = 2(AB — AD).

Canma mmamo hy - AC = 25(ABC) = 28(ABD) + 25(ACD) = r(AB + AD + BD) + r(AC + AD — CD) =
r(2AB+2AD + BD — CD) = 4r - AB. Ilememem ca AB nobujamo TpaskeHo TBpbheme.

5. CparoMm ckymy A4;, 1 < i<k, MOKeMO mOmenuTH jemHy M-TOPKY uwuja je [-ta roopauHarta, 3a 1 <[ < n,
jemaka 1 ako | € A;, a 0 unaue. Jla 6u TpaskeHnu ycjaoB OMO 3aI0BOJLEH IOTPEOHO je ma 3a cBako [, 1 <l < n,
nocroju 6apem jenuo i, 1 <7<k, Tako ma je [-Ta KoOOpAMHATA HU3A AOAeJLeHOr ckyny A; jemmaka 1. 3aro [-Te
rkoopauHaTe ckymosa A, A, ..., A Moxkemo omabparu Ha 2F — 1 mauumna, 3a cBako 1 <! < n, ma caMuMm TUM
k-topru (Ay, Ag, ..., Ay) uma (28 — 1), (Tamrenra 63, ctp. 12, M932)

YerspTu paspen - A kKareropuja

1. Kako je (m+n)c = mb+na, a (m+n)a < mb+na < (m+n)b, To je a < ¢ <b. V3 ycnosa 3anarka cienn
na je p(x) = (x —a)™(x — b)". Hame je

P(@) = mlz — )™ @ = b)" + (¢ — a)™n(z — 5" = (@ — @)™ (& = )"} (m + n)x — (mb + na)),

na je p'(¢) = 0 u p'(x) menpernnna ¢yuruuja. Hera je € > 0 taxBo na je a < ¢ —e < ¢+ ¢ < b. Tanma 3a
c<d<c+esawu (d—a)™ 1t >0, (d—b)""! <0 (jep je n mapan) u (m+n)d — (mb+na) = (m+n)(d—c) >0,
onuocuo p'(d) < 0. Cauuno, 3a ¢ —e < d < ¢ Basgku p'(d) > 0, mTO HmOKa3yje ma je ¢ JIOKAJIHU MAKCUMyM IATE
¢yHKOU]jE.

2. Ilpumerunvo na u3 axb=axd cnemu a+b+c= (axb)xc= (a*xd)*c=a+d+cn omarne b = d. Cnuuno, u3s
axb=dxbcaemu a=d. Cagausz (axb)xc=(bxa)*xc=a+b+c nobujamo a*b=>bxa. O3nauumo = = a * 0.
Tana je %0 = (a%x0)*0 =qa, ma je 2z = (xx0)xx =a*xx =x*a = (ax0)xa = 2a, nariue r = ax0 = a. Konauno,
kopumhemeM nocienme ocobune nobujamo axb = (a*xb) *0 =a + b.

3. Kopuctuhemo cnenehe mosuaro tBpbheme:

I[Mpupoman 6poj ce mMoxke TpencTaBUTH Kao 30up ABa KBagpara akKO W CaMO aKO Ce CBAaKWU HEroB
npoct nenwmnarn obsnuka 4k — 1, k € N, jaBma ca napHUM €KCIOHEHTOM.

Kako je H3(z — 1,z + 1) € {1,2}, u3 uperxomuor tBpbhema 3akmyuyjemo ma cy  — 1 u « + 1 36uposu nsa
KBaJIpaTa ako W CaMO aKO je TO W ®WuxoB mpousson r2 — 1. OBO je, OmeT, eKBUBAJEHTHO MOCTOjamy IeTrX
6pojeBa v m w 3a Koje je 2 — 1 = (v —v)? + w?. Cpebusamem mobujamo v2 + w? + 1 = 2vz, ma v | w? + 1,
onHocHO w2 4+ 1 = wv. Konauno 2z = u + v,auv—1= w2, OIHOCHO uv — 1 je IOTHyH KBaapart.

4. Hexka je O menrtap kpyra ynucasor y pom6. O3na-
unmo {BAC = «BCA = a, <AKO = <OKL = x n
<KLO = <OLC = y. V3 306upa yrioBa 4eTBOPOYyIIa
AKLC je 360° = 2a + 2z + 2y, 1j. a+ 2 +y = 180°.
Iame, u3 36upa yraosa tpoyria AKO je <KOA =y,
a u3 36upa yriosa tpoyriaa CLO je <LOC = x. Ila-
kie, tpoyriaosu KOA v OLC cy canusam, ma mMamMo
AK-CL = AO-CO = AO?. Amanorso jeu AN-CM =
AO?, onakne cnemu KA/AN = MC/CL. Kaxo je jom
u <NAK = <LCM, tpoyraosu KAN u MCL cy can-
unn, na je <AKN = <CML, tj. KN || LM. Ox20134A4

5. Kopucrtuhemo cienehe tBpheme:

a—1
Hexa je a,b € N. Tana ce a objekara MOke pamopenuTry y b HEIpa3HUX Ipyna Ha (b 1) HAYMHA.
Pasmorpumo mpBo cayuaj ranma je k = 2r — 1 menapan 6poj. Tama TpaskeHu HU30BU MOTy OUTH OOJIMKA

JiN1JoNy ... J. N, wmu N1J1NoJs ... N, J,, roe cy J; u N;, 3a 1<i¢<r, HeIpa3HU HU30BU jeIUHUIA U HYJIa, PEIOM.

Ila OGucMo moOMIM HU3 KOJU je HEKOT OX OBUX OOJIMKA MOBOJFHO j€ PACIHOPEAUTU 1M jeAUHUNA Y T HEIPA3HUX
m—1\/n—-1

rpyna m n HyJa y r Hempa3Hux rpyma. Jlakige, HU30Ba TPBOT W APYrOr OOJMKA WUMa IO ( 1) ( 1)7 na
r— r—

. . . m—1\/n-—1
je yrynan Opoj HM30Ba jenHak 2 .
r—1 r—1



Y cayuajy ma je k = 2r nmapan 06poj TpaskeHum Hu30Bu Mory Ourm obaura JiNiJoNs...J.N,.J.i1 wuin
N1JiNoJy ... Ny J.Nyi1, e cy oner J; m N;, 3a 1 < ¢ < r, Hempa3HU HU30BU jenuHUNA U Hysa, penom. Ila
OrcMo mobmsn HU3 TPBOr OOJIMKA MOBOJBHO je PACIOPEAUTU M jeAuHuna y r + 1 HempasHy rpymy u n HyJaa y r
HEmpa3HUX TPyma, a Aa OUCMO AOOUIU HU3 APYTOT OOJUKA HOBOJHHO je PACIOPEAUTH M jeAUHUNA Y I HeIPA3HUX
rpyna u n #Hysaa y r+ 1 Henpasuy rpymny. Ilarmge, Tpaskenu Opoj HM30Ba y OBOM CAydYajy jedHAK je

(")) G0

(Tamrenta 62, ctp. 15, M906)



JpymrBo marematuuapa Cpbuje
MuHncrapcTBo mpocBeTe, HAyKe M TEXHOJIOMIKOr Pa3Boja

OKPYKHO TAKMMNYEIGE 13 MATEMEMATURKE
Pemema 3amaTaka

IlpBu pa3pen - b kareropuja

= = = — =
1. U3 ycuosa 3anaTka je jﬁ = zﬁ + B? + C"ﬁ =2b+d—b=a+b. Kako je MA = —b, T0o je U3 IpeTxomHor
Mﬁ = m—l-ﬁ =-b+ad+b=a. Tauxe A, O u C cy ronuneapue, ma je 1@ = MAC, 3a mero A € R, a karo
cy tauke B, O n D ronunneapHe nobujamo l@ = u@. Hame, AC = AB + l% =2%b+dmn ﬁ = B—/i + E =
—25—1— a-+ b=a— 5, na kako je AO+ OB = AB = 25, 13 MIPETXOMHUX jeTHAKOCTU Nobu|jamMo

2 = \(2b+ @) — (@ —b) = (A — p)@ + (22 + p)b.
Hakne, 0 =\ — p u 2 =2\ + u. Pemasamem oBor cucrema mobujamo A = p = 2/3, na je
2 - — — 2 N 1 =
ﬁ:—@:—g- (@+25) m OM:Oj—i—AM:—g- (a+25) +b=-3- (2a+5).

(Tanrenra 6p. 62, ctp. 36, 3amx. 3)

2. TpaskeHe jemHarkoCTH ciene U3

(1-2)2-1-2)+1) (A—-2z2+22-1+z2+1)3 (22—2+1)3

fU=o) = Sq g —ao1e - (w1222 B
2 1 3 1—zta? 3 2)3
(2 - (@F-3+1) (=8=) o @y
o @G-y H et Sem

3. Bpojesu 9% u 2013°¢ nessusu cy ca 3, ma 6pojesu 2° u 2014¢ najy ucrtu ocraTak npu gememny ca 3. IIpumernmo
na 6poj 2014 maje ocrarak 1 mpu mememy ca 3, Ia U CBAKU HETOB CTEMEH Jaje OCTATaK 1 mpu mebemy ca 3.
Camum tum, 2° maje ocrarax 1 mpu mememy ca 3. Ipumermmo ma je 228 = 4F y 228+1 — 22k .9 — 4k .9 34
cBako k € N, ma 2%* naje ocrarak 1 mpu mememy ca 3, a 22#*! ocrarax 2 mpu mememy ca 3. Ilakme, b Mopa
6utu mapan 6poj. Omasme je b>2, ma je 2° = 4-2°~2 nemuso ca 4. Bpojesu 9 u 2013 majy ocrarax 1 mpm
nememy ca 4, ma u 6pojesu 9% u 2013° najy ocrarak 1 mpu mememy ca 4. Omasae 3axmyuyjemo na 20147 naje
ocTaTak 2 npu mememy ca 4, ma kako je 2014 mapan, to je d = 1. MebyTum, 6pojeBu a, b, ¢ cy mpupoaau, ma
je 9% + 2 +2013° > 9 + 2 + 2013 > 2014, mTo mOKa3yje Oa HaTa jeIHAUMHA HEMA PeIemha y CKYIy TPUPOIHAX
6pojesa.

4. Hexka je S Tauka mnpeceka npasux BQ u CP, a
a = <BAC. W3 36upa yraosa Tpoyriaa BCS umamo
180° = «SBC + <SCB 4+ «BSC = 2a + <BSC, na je
<BSC = 180° — 2c. Iase, nocMmarpajyhu kpy:RHUILY
onmcany oko Tpoyraa APQ nmamo <POQ = 2<PAQ =
2ar, a kako je <PSQ = <«BSC = 180° — 2« (ka0 yHa-
KpCHU yrioBu), 10 je <POQ+<PSQ = 180°, na Tauke
P, O, Q u S nexe ma ucroj kpy:xuumu k. Kakxo je
PO = QO (ka0 mOIYyNpPEUHUNU KPYKHUIE OIMUCAHE OKO
tpoyriaa PAQ), To Cy yrioBU HAX OBAM TETUBAMA Ox2013154
kpy:kuune k jemnaxu, ogaocHo <{PSO = <0S5Q.

W3 jemnarocTm yHaAKPCHUX yIJIOBa 3akmbydyjeMo na je mpasa OS cumerpasa <BSC. Kako je <SBC = <BCS,
TOo je Tpoyrao BCS jemmakokpaku, ma ce cumerpasa <BSC moknama ca cumerpasom crpanuie BC, 0om1HOCHO
OS je cumerpadtia crpauune BC'.

5. Bpoj 5555 je jenunu uerBopormdpenu 6poj koju uMma derupu muppe 5. OapeamMo KOIUKO UMa YeTBOPOIU-
¢perux OpojeBa kKoju mMmajy TauyHo Tpu muppe 5. Vma tayHo mux 8 KOO KOjux nudpa Xuspana HUje jenHaxa
5 (mudppa xumana He moxke outu 0 uiau 5, DOK Ccy octase nudpe jeaHakre 5) U TayHO BUX 3 -9 = 27 KOI KOjuUx
uudpa jeAuHUNA, AECETUIla UIN CTOTUHA Huje jemHaka 5. OapemuMo KOJMMKO MMa deTBOporudperux Opojera
KOjuMa Cy TavHO ABe nudpe jeqHare 5. Y KOIMKO je mudpa xmumbata jedHaka 5, TaJa UMaMO TPU MOryhHocCTH 3a
npeocranxy muppy 5 (oHA MOKe OuTH HUPPAa je AVHUIA, TeCETUIA NN CTOTUHA), & 3aTUM 3& CBAKY O IPEeOCTae
nBe mudpe umamo 9 moryhuocrtu, Tj. oBux 6pojeBa uma 3 -9-9 = 243. Yronuko nudpa xusbana HUje jeTHAKA



5, muppy XUbaga MOKEMO onadpaTy Ha 8 HaUMHA, a 3aTUM M MECTO 3a IPeocTaly IHudpy Koja HUje jemHara o
Ha 3 HaymHa U Ty nuppy Ha 9 HauynHA, Tj. OBUX OpojeBa uma 8- 3 -9 = 216.
Bpojesa ca TpaskenuMm cBojcTBOM mMa 1+ 8 4+ 27 + 243 + 216 = 495. (Tamrenra 64, cTp. 34, 3a1. 6)

Ilpyru pa3pen - B kareropuja

1. Hexa je z =z 4+ yi, 3a x,y € R. IlaTe jemmaxkocTu ce cBozxe Ha
(=12 +y*=(-3°+(@y-27%  2*+y’=(@-4)7+y"

IIpBa jenmmaunna exBuBaJjIeHTHA je ca T +y = 3, a apyra ca ¢ = 2. Onpasne nobujamo x = 2 u y = 1, ma je
Tpaskeru Opoj z = 2+ 4. (Taurenrta 69, cTp. 29, 3anx. 5)

2. Kako mapaboma nomupyje x-ocy y taurn (2,0) umamo ma je y = a(xr — 2)?, a KakKo je HeH MPecek ca y-0CoM
tauka (0,8) umamo u 8 = a(0—2)2. Omaszne je a = 2, na je marta napabona y = 2(z—2)%. Ilpumerumo na je 3a cse
(z,y) ca mapabouie ucnymeno y >0, u na akxo je y <2012, Basku u —2012 < —v/1006+2 <2 <1006+ 2 < 2012, na
j€ IDOBOJBHO UCIUTATHA KOJIUKO NeJ00pojHux Tavaka (m,n) taksux ga je n<2012 nesku na mapabonu. Takobe, 3a
CBaKy 1eJ06pOojHy Bpenuoct 6poja m u3 unrepsana (—v/1006+ 2,1/1006+ 2), nocroju TayHo jenHa menoGpojHA
BpeqHOCT Opoja m TakBa ma je Tadyka (m,n) Ha garoj napaboau. Ilakme, GpPoj TpaKeHUX Tadaka je jedHaK
6pojy menux G6pojesa y unrepsaiay (—+/1006 4 2,/1006 + 2), Tj. 63.

3. Ykoauko je 6poj p jemuak 0, Tj. yroauko je m = n (oBakBe OpOjeBe M HA3UBAMO NAAUKOPOMUMA), TALA je
p1 = 0 ma je Tpaskenu 6poj jemmak 0. Ykoauro je p # 0 Tama je cBaku on HapenHux OpojeBa Behu onm myie,
kKao 36up nudapa Henyzna mesor 6poja. IIpumernmo na 30up mudapa Opoja maje ucTm ocrarak Kao U caM OpPOj
npu gemewny ca 9. CaMum TM, Kako OpojeBM m W n MMajy ucTu 30up nudapa, OHM Oajy UCTU OCTATAK MPU
nesbewy ca 9, ma je p memus ca 9. Kopumhemem mcror cBojcTBa modujamMo ma je p;, KAO U CBAKU HADETHU
6poj, memwus ca 9. Camum TumMm, pi je memus ca 9, jennonudpen u sehu ox Hyse, na je pp = 9.

4. Heka je ABCD nmatu yerBopoyrao u O Ipecek HeroBUX IujaroHaJa.
ITpumenom mejemnaroctu Tpoyria na NABC, ABCD, ACDA, ADAB nobujamo pemoMm
AB+ BC > AC, BC+CD > BD, CD+ DA > AC, DA+ AB > BD.

Cabupamem oBux Hejenuaxoctu nobujamo 2(AB+BC+CD+DA) > 2(AC+BD), onnocHo na je 36up aujaroHaia
YEeTBOPOYTJIa Mamu O obuMa.
IIpumenom mejemuaroctu Tpoyraa va ANABO, ABCO, ACDO, ADAO nobujamo pemnom

AO + BO > AB, BO +CO > BC, CO + DO > CD, DO + AO > DA.

Cabupamem oBux Hejennaxoctu nobujamo 2(A0O+BO+CO+DO) > AB+BC+CD+ DA, omaocao AC+BD >
(AB+ BC+ CD + DA)/2, Tj. 36up mujaronana yersopoyraa je sehu om momyobuma. (Tamrenra 65, crp. 38,
3ax. 4)

5. O3HaunMo ca a ucka3s ,,Ana je Mcrturomyouh”, tj. a =,,Ana je Ucturomyobuh” (Tama mmaMo ga je —a =, Ana
2 .] y ) J 2 J y .] 9

je Jlazxernh”), ca b =,Bane je Uctunomyouh” u ca ¢ =, llenu je Mctunomyouh”. Anuna usjasa, ,Wau ja

niau Bane mpunmagamMo pa3jnduTo] MOPOIUNM O OCTAJe ABOjUIlle”, ce MOyKe MPEeACTABUTHU Kao:

A= ((a!b)/\(a!c))!((a!b)/\(b!c)).

O3maunrMoO J€BK Oeo OBOr MCKaza ca L = ((a V) A (aV c)), a mecHu ca D = ((a VOYA (DY c)) Hanpasumo

onrosapajyhy rtabmauny ncrunuroctu (y rops0j nonosunu tabiaurne, rae je Aua Jlaszkeruli, MmopaMo na craBuMo
u ucka3 —A, jep je on Tavan):

A
|a|b|c|a!b|a!c|b!c|L|D|L!D|ﬂA|
0[{0]0 0 0 0 00 0 1
0/0]|1 0 1 1 00 0 1
0[1]0 1 0 1 0|1 1 0
011 1 1 0 10 1 0
11010 1 1 0 110 1
1101 1 0 1 01 1
1111]0 0 1 1 00 0
11111 0 0 0 00 0




Uckaz A je tauan y canemehum cayuajesuma: a =0,b=1,¢c=0;a=0,b=1,¢c=1;a=1,0=0,¢c=0nu
a=1,b=0, c=1. Mebhyrum, y cayuajesuma a =0, b=1,¢c=0uma=0,b=1, c =1 Aua yBek snaxke, Tako
a OH HUje Morao ma m3rosopu mckas A. [lakie, natm mcka3 je tayaH camMo y ciaydajesuma a =1, b=0,c¢=0
ua=1 b=0,c=1. Axko Ana naxke, ogma nmocmarpamo Heramujy —A u oHa je Tauma y cayuajeBuma a = 0,
b=0,c=0ma=0,b=0, c=1. 3ajenunuko 3a cBa oBa 4 cayuaja je b =0, tj. Bane je Jlaxkxeruh.

Tpehu paspen - B kareropuja

1. U3 matwx ycmosa je m-m = |m]? =4, d-n =72 =9, p-p=|pl> =4, m -7 = |m|-|d] - cos(r/3) = 3,
o= 7l 1 cos(n/2) =07 5 7 co(n/9) = 3. ma e

|@|* =(3m + 27 — p) - (3 + 27 — P) = 9rh - 17 + 47 - 7T + ﬁ+12ﬂ it — 47 - p— 61 - = 100,

IB12 =(i7s — 7+ 27) - (T — 7+ 20) = 70 - 7T+ 73 - 7+ A - f— 27 - 7 — 4 - f+ bt - f = 11.

Omasze je |d@ =10 u |b| = V11. (Tanmrenra 66, cTp. 38, 3a1. 2)
2. TIpernocrasumo na je tg2z - ctg3z € (2/3,9). Ipumernmo ma z muje obnmra 7/2 + km, 3a uero k € Z, jep

2t
je y cynporaoMm tg2x = 0. Ilakme, tgx je medmrUCaHO, A BaXM tg2x = % Taxobe, ctg3x # 0, na je u
Jtgx —tg 3z .
tg 3z meduHHCAH U IO aOWOMOHUM (QopMyJaMa BaXH tg3x = 1 32 Hexa je
2t 1— 3tg? 2 — 6tg? 2—6 2
y:tg2ICtg3$: g$2 ’ gi = ng 1.~ - € _59 ’
1—tg?x 3tgr —tgix 3 —4dtg?zx+tgir 3 —4m+m? 3
rae je m =tg2x. Tana je
y-m?+ (6 —4y)-m+ (3y —2) = 0. (%)

IIpema mpeTxomHOM, KBa,HpaTHa jemmaumma (*) (mo m) wma HemeratmBHO pememe. Illakme, D = (6 — 4y)? —
4y(3y — 2) > 0, ommocuo 4y? — 40y + 36 > 0. Pemasamem oBe KBagpaTHe HejemHauwHe moOuMjaMo ma je y > 9
mwm y < 1, ma je nmpema mperxomuoMm y € (2/3,1]. Mebyrum, tana je y > 0, 6 —4y > 0 u 3y —2 > 0, na je
o BI/IeTOBI/IM ¢dopmysama 30Up peliema jeAHAUMHE (%) HEMATUBAH, & MPOU3BOL MO3UTUBAH, & CAMUM THUM 00a
pemema Cy HeraTuBHa. KOHTpaIuKnuja.

3. IIpernocraBumo npso na je x > 7. Tana neBa crpana jequaumse naje ocrarak 6 npu nesmemy ca 7. Mebhyrum,
KaKO KBaJApaT HUjeIHOr NPUPOAHOr 6poja He maje ocrarak 6 mpu mememy ca 7 (moryhium ocranm cy: 02 =
(£1)2 = 1, (£2)? = 4, (:I:?))2 = 2 (mod 7)), y oBOM ciyuajy jemHaumHa HeMa pemema. llpeocrtaje jomr na ce
ncnurajy cayuajesu 1 < 2 < 6. JIlupeKkTHOM IPOBEPOM Ce yCTAHOBbaBa ma cy pemema (r,y) € {(4,10),(5,14)}
(tana mmamo 4!+ 76 = 24 + 76 = 100 = 10% u 5! + 76 = 120 + 76 = 196 = 142).

4. Hera je AB =a u CD =b. Uzabepumo tauky P na crpamunu BC tako na sasu BP/PC = a/b. 3artuwm,

nzabepumo tauky N € BD rtarxo na je NP | CD, a zatum u tauky M € AD rtako na je MN || AB. Konauno

uzabepumo taury ) € AC raxo na je MQ || DC. Hososmno je nokaszaru ma je M NPQ pom0o, jep Taga tauke M,

N, P, Q npunanajy ucroj pasau. 360r mauuna omabupa tauaka u Tamecose teopeme je BP/PC = BN/ND =

AM/MD = AQ/QC, na je QP || AB, u camum tum M N PQ je napanenorpam. ame, u3 QP || ABu NP | DC
P CP NP BP . NP b-BP

“BC" T T BO™I QP T a.CP

je mo TamecoBoj TeopeMum — = =1, mTo 3aBpIIaBa HaIl JOKA3.
a

Ox 2013354

5. Ompemumo yuenuke koju he cemetru y mpBoMm pexy. OBO Cy ydeHUI KOjU pale NPBY WX APYTY TPYILY
3amaTaka, TaKO a TO MO/KEMO YPaAUTU Ha 2 HauyuHA. 3aTUM, Y CBakoM pexy Tpeba pacmopemutu mo 10
VUEeHUKa y IPOM3BOJLHOM PEemOCcieny. 3a CBakKd pel TO MoxkeMo ypanutu wHa 10! Haumna, Tako Oa je TpaskeHu
6poj pacnopena jemnak 2 - (10!)2. (Tanrenta 62, ctp. 38, 3a:. 1)



YerBprTHu pa3spen - B kareropuja

1. Heka je my:xkuHa cTpanuiie KBaapara KOju YMHU OCHOBY KyTUje jeTHAKA a, a AY:KUHA BUCUHE jennaka b. Tama
je V = a®b, a nospmmua kyTtuje jemnara je P = a? + 4ab. Ilo ycioBy 3amaTka, moTpebHO je oapeauTu a u b

Tako ma mpu ycaoBy V = a’b mospmmHa KyTuje Oyme MuHuMasiHa. VI3 maTor yciosa je b = ma je moTpebHO

2 )
a
OpPenUTN MUHUMAJHY BPEIHOCT (YHIKHI]je

Pz) = 2%+ —.
(z) .

4V
Ila 6w y Taukn a ¢pyskmmja P(z) mvana MurmvyM norpebro je na je 0 = P'(a) = 2a — —, onsOCHO a = V2V
a

Kaxo je P'(z) >03a 2 >a, a P'(z) <03a 0<z<a,y radusu a je MuaumyM ¢pyaxnuje P(z).
Ilaxne, na 6u ce ynoTpeduiao MUHUMAJHO MaTepujaa IOTPEOHO je HAIPaBUTHU KyTUjy duja je OCHOBAa KBaApPaT

crpanuue a = V2V, a Bucuna b = {/ % (Tanrenta 66, cTp. 38, 3a1. 3)
2. Yeeaumo cmene z(z — 1) =t u a(a — 1) = b u pemwmmo jemnaunuy
0="02(t+1)° = (b+1)32 = b — (b® + 3b+ 1)t + 36t + b°. (%)

W3 mosa3me jemHaumHe 3HAMO 1a je b jeqHo pememe jemmaume (%), ma mesmemeM b2t3 — (b3 + 3b+ 1)t2 + 3b%t + b2
ca t —b mobujamo
0= (t—0b)(b*t> — (3b+ 1)t — b).
30+ 14962 +6b+ 1 + 403
262 '

Camum TuM, pemema jenHadune (x) cy t1 =b, ta 3 = I[Mpumernmo na je

4034902 +6b+1 = 4a®(a—1)>+9a(a—1)*+6a(a—1)+1 = 4a° —12a°4+-21a* — 220> + 150> —6a+1 = (2> —3a*+3a—1)?,

a —2a®+6a> —6a+2 —2(a—1)> a—1
ma je to = m, aty = 20%(a —1)° = (a0 =1)° = Ilakie, mOBOJHO je pemmru ciaenehe

TPpU jeqHAYUHE

a a—1
z(x—1)=ala—1), ZC(LL'—l)—m, x(r—1)=— e
. 1++/1+4a(a—1) 1+ (2a—1)
Pemema npse jemnauumse cy z12 = 5 = 5 , OMHOCHO 1 = a 1 T9 = 1 — a. Pemema

IOpyre je tHAYWHE CY

1 4a 1
e (TS I R
34T ( +(a—1)2> 2 (

a 1
T T4 = 1o Pemema tpehe jemnauume cy
- —a

1 4(a —1) 1 a—2
15675 ( a? ) 2 ( a D’
a—1 1

uxg = —. Kako je x; & {0,1}, 3a 1<i<6, To cy =;, 3a 1<i<6, pemena noyeTHe je 1HAUMHE.
a

OIOHOCHO I3 =
a

OIOHOCHO Ty =

3. Ilpmvermmo ga je |+ ] > ), [z + 2| > v+ 2] u ¢+ 2] > [z + ). ara jensaunna exkBuBajcHTHA je
CUCTEMY KOju ce moOuja Kamga ce CByna HejeTHAKOCT 3aMEHU jeTHAKOIINY.

Ipmvernmo ma = € R muje pememe jempaumna (o + §| = [x] ako u camo ako je z € [k+ 2,k + 1) 3a mexn
neo 6poj k. Camum TuM, CKyn pemema nperxomse jemnaunse je R\ [J, o, [k: + %, k+ 1). Awnajorsno, jemHaumHa
lz+ 2] = |z + 2] uma crxyn pemema R\ Uy, [k + 2,k 4 3), a jenmaumna [z + 2] = [z + 3] crkyn pemema
R\ Ukez [k + %, k+ %) Ckyn peliema MoYeTHE jeJHAUMHE je MPEeCEK OBUX CKYIIOBa, OIHOCHO:

1 2 3 4 5
kk+ = U+ 2 k+2 U lk+=k+2]).
Ulrrg)olsegusg)ofeares))

4. IlomTo je mpecek paBHU U MapajeJONUIENa IETOYTao, TO PABaH Ipecena b CTpaHa napaJsenonunena. Heka
je KLMHP natu neroyrao, tako na je K € AA;, L € BBy, M € CCy, H € C1Dy u P € D1A; (Buneru ciuxy).
Taure K, L, M, H ce mamaze y ucroj pasuu, na kaxo ce npase KL u HM wue cery, to je KL || HM. Cauuno
je LM || KP.



IIpony:xumo ny:ku KP u M H no muxosor npeceka O. Tana je K LMO napasenorpam, ma je
LM =KO=KP+ PO u LK =MO=MH+ HO.

Kako je LM, KP, LK, MH € {1,2}, nobujamo na je LM = LK =2u KP=MH =1, a 3atrum u HO = PO = 1.
Pasmorpumo cana APOH. Kaxo je PH € {1,2} u 360r mejennaroctu tpoyraa PH < PO+ HO =1+1=2,

nobujamo na je PH =1, 1j. na je APOH jemnakoctpannunu. Onpatie umamo na je <PHO = <HPO = 60°, na

je <PHM = <«HPK = 120°. U3 napaunenorpama KLMO je <KLM = <POH =60° u <LKP =<LMH = 120°.
Iakse, ueTupm yria gaTor metoyria jemHaka cy 120°, a jeman 60°.
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5. Bpoj Oujernuja Ha CKYILy OX YeTUPU €JIEMEHTA je jenHak Opojy mepMmyTanuja Ha CKYILy OJ YeTUPU €JIEMEHTa,
omEOCHO 4-3-2-1 = 24. Kako kKOHCTAaHTHUX (YyHKIMja MMa 4, a ykyman 6poj dpyrkmuja je 44 (cBaku ememenT ckyma

{a,b,c,d} ce MOe CIMKATH y TPOM3BOJLAH €JIEMEHT cKymna {a,b,c,d}), To je Tpamxenu 6poj jemmar 4% —24 — 4 =
228. (Tamrenta 69, ctp. 12, M1062)



