
Druxtvo matematiqara Srbije

Ministarstvo prosvete, nauke i tehnoloxkog razvoja

OKRUЖNO TAKMIQEǋE IZ MATEMATIKE

Rexeǌa zadataka

Prvi razred - A kategorija

1. Neka su date kruжnice k, sa centrom O i polupreqnikom R, i k′, sa centrom O′ i polupreqnikom r,
gde je R> r.
Analiza. Neka zajedniqka spoǉaxǌa tangenta t1 dodiruje kruжnice k i k′ u taqkama A1 i A′

1, redom.
Izaberimo taqku B1 na duжi A1O tako da je A1B1 = A′

1O
′ (tada je OB1 = R − r). Kako je A1O ‖ A′

1O
′ i

A1B1 = A′

1O
′, qetvorougao A1A

′

1O
′B1 je pravougaonik, pa je ∢OB1O

′ = 90◦.
Neka zajedniqka unutraxǌa tangenta t2 dodiruje kruжnice k i k′ u taqkama A2 i A′

2, redom. Izaberimo
taqku B2 na pravoj A2O tako da je A2B2 = A′

2O
′ i da vaжi raspored O − A2 − B2 (tada je OB2 = R + r).

Kako je A2O ‖ A′

2O
′ i A2B2 = A′

2O
′, qetvorougao A2A

′

2O
′B2 je pravougaonik, pa je ∢OB2O

′ = 90◦.
Konstrukcija. Konstruiximo kruжnicu l nad preqnikom OO′. Konstuiximo kruжnice l1 i l2 sa centrom
O i polupreqnicima R− r i R+ r, redom. Neka su B1 i B′

1 taqke preseka kruжnica l i l1, a B2 i B′

2 taqke
preseka kruжnica l i l2. Neka su A1, C1, A2, C2 preseci polupravih OB1, OB′

1, OB2, OB′

2 sa kruжnicom
k, redom. Konstruiximo prave ti i t′i, i ∈ {1, 2}, tako da je ti ⊥ AiO i t′i ⊥ CiO. Prave t1, t2, t′1 i t′2 su
zajedniqke tangente kruжnica k1 i k2.
Dokaz. Sledi iz analize.
Diskusija. Ukoliko je jedna kruжnica unutar druge, tj. OO′ < R − r, zadatak nema rexeǌa, a inaqe
postoje taqno qetiri zajedniqke tangente ovih kruжnica.
(Tangenta br. 67, str. 4, M1012)
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2. Zadatak �emo rexiti indukcijom po broju n. Za n = 2 numeriximo pobedniqku ekipu brojem 1, a onu
koja je izgubila u me�usobnom duelu brojem 2. Pretpostavimo zato da tvr�eǌe vaжi za proizvoǉnih
n > 2 ekipa i dokaжimo da odatle sledi i za n + 1 ekipa. Odaberimo proizvoǉnu ekipu X me�u tih
n+ 1 i numeriximo preostalih n prema induktivnoj pretpostavci brojevima od 1 do n. Ako je ekipa X
izgubila sve meqeve moжemo je numerisati brojem n+1 i za ovih n+1 ekipa �e vaжiti uslovi zadatka.
Pretpostavimo zato da je ekipa X pobedila bar jednom i neka je j broj kojim je numerisan tim sa
najmaǌim indeksom me�u onima koji su izgubili od ove ekipe. Sada, timove koji su bili numerisani
brojevima j do n, numeriximo brojevima j + 1 do n+ 1, redom, ekipama numerisanim od 1 do j − 1 (ako
je j > 1) zadrжimo numeraciju, a ekipu X numeriximo sa j. Kako je ekipa numerisana sa j − 1 (ako je
j > 1) pobedila ekipu X, uslovi zadatka su ispuǌeni i dokaz je zavrxen. (Tangenta 67, str. 5, M1018)

3. Pretpostavimo prvo da je x > 7. Tada leva strana jednaqine daje ostatak 6 pri deǉeǌu sa 7. Me�utim,
kako kvadrat nijednog prirodnog broja ne daje ostatak 6 pri deǉeǌu sa 7 (mogu�i ostaci su: 02 = 0,
(±1)2 = 1, (±2)2 = 4 i (±3)2 ≡ 2 (mod 7)), u ovom sluqaju jednaqina nema rexeǌa. Preostaje jox da se
ispitaju sluqajevi 1 6 x 6 6. Direktnom proverom se ustanovǉava da su rexeǌa (x, y) ∈ {(4, 10), (5, 14)}
(tada imamo 4! + 76 = 24 + 76 = 100 = 102 i 5! + 76 = 120 + 76 = 196 = 142).

4. Koristi�emo slede�e tvr�eǌe:

Neka su γ1 i γ2 kruжnice sa centrima C1 i C2, redom, koje se seku u taqkama X i Y . Tada je
∢C1XC2 = ∢C1Y C2, ∢XC1C2 = ∢Y C1C2 i ∢XC2C1 = ∢Y C2C1.

Neka su O1, O2 i O centri kruжnica k1, k2 i k, redom, a M , M 6= N , taqka presek kruжnica kA i kB.
Trouglovi NO1P i NO2P su podudarni i jednakokraki, pa je O1N ‖ O2P . Sliqno, trouglovi POB i
PO2B su podudarni i jednakokraki, pa je O2P ‖ OB, odnosno iz prethodnog O1N ‖ OB. Kako je i O1N =



OB, to je qetvoruougao O1OBN paralelogram, pa je OO1 = BN . Analogno je OO2 = AN i O1O2 = AB,
pa su trouglovi ABN i O2O1O podudarni. Iz ove podudarnosti je ∢ANB = ∢O2OO1. Daǉe, primenom
navedenog tvr�eǌa, imamo ∢POO2 = ∢BOO2 i ∢POO1 = ∢AOO1, pa je ∢AOB = 2 ∢ O1OO2 = 2 ∢ ANB.
Ponovnom primenom navedenog tvr�eǌa je ∢ANB = ∢AMB, pa je ∢AOB = 2∢AMB. Samim tim, kako se
taqke O i M nalaze sa iste strane prave AB, M se nalazi i na kruжnici k, qime je dokaz zavrxen.
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5. Neka je sa aij oznaqen broj koji je zapisan u poǉu koje se nalazi u i-toj vrsti i j-toj koloni.
Za svaki paran broj n slede�a tablica je savrxena:

aij =

{

−1, i = 1
1, inaqe

,

jer je tada ki = −1 i vi = 1, za 16 i6 n.
Neka je n neparan broj. Iz k1 + . . . + kn + v1 + . . . + vn = 0 sledi da je taqno n od brojeva k1, . . . , kn,

v1, . . . , vn jednako 1 i taqno n jednako −1. To znaqi da je k1k2 · . . . · knv1v2 · . . . · vn = (−1)n = −1. Ovo je
nemogu�e, jer je k1k2 · . . . · knv1v2 · . . . · vn = P 2 = 1, gde je sa P oznaqen proizvod svih brojeva tablice.

Savrxena tablica postoji ako i samo ako je n paran broj.

Drugi razred - A kategorija

1. Pretpostavimo da je tg 2x · ctg 3x ∈ (2/3, 9). Primetimo da x nije oblika π/2 + kπ, za neko k ∈ Z, jer

je u suprotnom tg 2x = 0. Dakle, tgx je definisano, pa vaжi tg 2x =
2tgx

1− tg 2x
. Tako�e, ctg 3x 6= 0, pa je i

tg 3x definisan i po adicionim formulama vaжi tg 3x =
3tgx− tg 3x

1− 3tg 2x
. Neka je

y = tg 2x · ctg 3x =
2tgx

1− tg 2x
· 1− 3tg 2x

3tgx− tg 3x
=

2− 6tg 2x

3− 4tg 2x+ tg 4x
=

2− 6m

3− 4m+m2
∈
(

2

3
, 9

)

,

gde je m = tg 2x. Tada je
y ·m2 + (6− 4y) ·m+ (3y − 2) = 0. (∗)

Prema prethodnom, kvadratna jednaqina (∗) (po m) ima nenegativno rexeǌe. Dakle, D = (6 − 4y)2 −
4y(3y − 2) > 0, odnosno 4y2 − 40y + 36 > 0. Rexavaǌem ove kvadratne nejednaqine dobijamo da je y > 9
ili y 6 1, pa je prema prethodnom y ∈ (2/3, 1]. Me�utim, tada je y > 0, 6 − 4y > 0 i 3y − 2 > 0, pa je
po Vietovim formulama zbir rexeǌa jednaqine (∗) negativan, a proizvod pozitivan, a samim tim oba
rexeǌa su negativna. Kontradikcija.

2. Neka je AB = c, BC = a i CA = b. Izvedimo formulu za polupreqnik spoǉa pripisane kruжnice
trougla. Neka su sa S i Sa oznaqeni centri upisane i spoǉa pripisane kruжnice stranici BC trougla
ABC, redom, a sa S′ i S′

a podnoжja normala ovih taqaka na pravu AB, redom. Trouglovi ASS′ i ASaS
′

a



su sliqni, pa je
r

ra
=

AS′

AS′
a

=
(b+ c− a)/2

(a+ b + c)/2
=

b+ c− a

a+ b+ c
. Kako je 2S = r(a+ b+ c), gde je S povrxina trougla

ABC, to je ra =
2S

b+ c− a
.

Neka je p =
a+ b+ c

2
poluobim trougla ABC. Iz prethodnog zakǉuqujemo da je desna strana traжene

nejednakosti jednaka

D =
1

r2a
+

1

r2b
+

1

r2c
=

(p− a)2 + (p− b)2 + (p− c)2

S2
.

Daǉe, po nejednakosti izme�u kvadratne i aritmetiqke sredine je

m2
a =

2b2 + 2c2 − a2

4
>

(b+ c)2 − a2

4
= p(p− a),

pa je

1

m2
a

+
1

m2
b

+
1

m2
c

6
1

p

(

1

p− a
+

1

p− b
+

1

p− c

)

=
(p− b)(p− c) + (p− c)(p− a) + (p− a)(p− b)

p(p− a)(p− b)(p− c)
.

Po Heronovom obrasci je S2 = p(p− a)(p− b)(p− c), pa traжena nejednakost sledi na osnovu nejednakosti

(p− a)2 + (p− b)2 + (p− c)2 > (p− a)(p− b) + (p− b)(p− c) + (p− c)(p− a).

Jednakost vaжi ako i samo ako je a = b = c. (Tangenta 66, str. 19, M1011)

3. Dokaжimo da broj n = 5 ima svojstvo opisano u zadatku, taqnije da je jedino rexeǌe jednaqine
x4
1 + x4

2 + x4
3 + x4

4 = 5x4
5 petorka (0, 0, 0, 0, 0). Pretpostavimo da postoji neko rexeǌe za koje je x5 6= 0. Neka

je d najve�i zajedniqki delilac brojeva xi, 16 i6 5, i neka je xi = x′

i · d, 16 i6 5. Deǉeǌem jednaqine sa
d4, dobijamo jednaqinu

x′4
1 + x′4

2 + x′4
3 + x′4

4 = 5 · x′4
5 ,

pri qemu je NZD (x′

1, x
′

2, x
′

3, x
′

4, x
′

5) = 1. Kako je (±2)4 ≡ 1 (mod 5), (±1)4 ≡ 1 (mod 5), 04 ≡ 0 (mod 5),
zakǉuqujemo da qetvrti stepen ma kog celog broja pri deǉeǌu sa 5 daje ostatak 0 ili 1. Odavde imamo
da je zbir x′4

1 + x′4
2 + x′4

3 + x′4
4 deǉiv sa 5 jedino ako su svi brojevi x′

1, x
′

2, x
′

3, x
′

4 deǉivi sa 5. Me�utim,
tada 54 | x′4

1 + x′4
2 + x′4

3 + x′4
4 = 5x′4

5 , odakle 5 | x′

5. Ovim smo dobili da su brojevi x′

i, 16 i6 5, deǉivi sa 5,
pa ǌihov najve�i zajedniqki delilac nije 1, xto je kontradikcija.

4. Neka je X, X 6= A, preseqna taqka kruжnica
opisanih oko △APQ i △ABC. Tada je ∢XPA =
∢XQA i ∢XBA = ∢XCA xto znaqi da je △XBP ∼
△XCQ. Sada imamo

BM

CN
=

BP/2

CQ/2
=

BP

CQ
=

XB

XC

xto zajedno sa ∢XBM = ∢XCN daje △XBM ∼
△XCN . Zakǉuqujemo da je ∢XMA = ∢XNA, pa
taqka X pripada kruжnici opisanoj oko △AMN .
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5. Dokaжimo da je traжeno mogu�e ako i samo ako je n paran broj.

Pretpostavimo da je n neparan i da je traжeno mogu�e. Tada je ukupan broj pozdravǉaǌa
n(n− 1)

2
.

Kako je svaki jezik upotrebǉen jednak broj puta, to je svaki jezik upotrebǉen po
n

2
puta, xto nije ceo

broj. Kontradikcija.
Dokaжimo da je traжeno mogu�e ukoliko je n paran broj. Numeriximo uqesnike skupa brojevima od

1 do n. Neka su se uqesnici numerisani sa a i b, gde n 6∈ {a, b}, pozdravili jezikom koji je kongruentan
sa a + b po modulu n − 1, a uqesnici a i n, a 6= n, pozdravili jezikom koji je kongruentan sa 2a po
modulu n− 1. Tada se uqesnik numerisan sa a, za a 6= n, pozdravio na jezicima koji su po modulu n− 1
kongruentni sa a+ i, 16 i6 n− 1, pa kako ovi brojevi daju razliqite ostatke pri deǉeǌu sa n− 1, to se
uqesnik numerisan sa a pozdravio na svih n−1 jezika. Uqesnik numerisan sa n pozdravio se na jezicima
koji su po modulu n− 1 kongruentni sa 2i, 16 i6 n− 1, pa kako ovi brojevi daju razliqite ostatke pri
deǉeǌu sa n− 1, to se i uqesnik numerisan sa n pozdravio na svih n− 1 jezika.



Tre�i razred - A kategorija

1. Primetimo da za funkciju f : R → R, definisanu sa f(x) = sin2 x vaжi f(R) = [0, 1]. Zato je

(∀x ∈ R)(sin2n x+ c · sin2 x · cos2 x+ cos2n x = 1) ⇔ (∀y ∈ [0, 1])(yn + cy(1− y) + (1− y)n − 1 = 0).

Posmatrajmo polinom P (y) = yn + cy(1− y) + (1− y)n − 1. Ako je P (y) = 0 za svako y ∈ [0, 1], to polinom P
ima beskonaqno mnogo nula, pa je P nula polinom. Obrnuto, ako je P nula polinom vaжi P (y) = 0, za
sve y ∈ [0, 1]. Dakle, traжena konstanta c postoji akko P (y) ≡ 0. Posmatrajmo najpre sluqaj n > 3. Na
osnovu binomne formule zakǉuqujemo da je za parne brojeve n stepen polinoma P jednak n, a za neparne
brojeve n jednak n− 1. Ovim smo dokazali da za n > 3 polinom P (y) nije nula polinom, pa c ne postoji.
Ostaje da razmotrimo sluqajeve n ∈ {1, 2, 3}. Za n = 1 imamo P (y) = −cy2 + cy, xto je nula polinom akko
je c = 0. Za n = 2 imamo P (y) = (2 − c)y2 + (c − 2)y, xto je nula polinom akko je c = 2. Za n = 3 imamo
P (y) = (3− c)y2 + (c− 3)y, xto je nula polinom akko je c = 3.

Dakle, c postoji ako i samo je n6 3.

Drugo rexeǌe. Da bi traжena jednakost vaжila za svako x ∈ R, ona mora vaжiti i za x = π/4 i x = π/3.
Zamenom ovih vrednosti redom dobijamo

c = 4− 1

2n−3
, c =

1

3
·
(

16− 3n + 1

4n−2

)

.

Zato, za postojaǌe traжene konstante c potrebno je da vaжi 12− 3

2n−3
= 16− 3n + 1

4n−2
. Sre�ivaǌem posledǌe

jednakosti dobijamo
3n + 1 = 22n−2 + 3 · 2n−1. (∗)

Kako za n> 5 vaжi nejednakost 22n−2 > 3n (xto se moжe dokazati principom matematiqke indukcije)
i 3 · 2n−1 > 1, to je za n > 5 u (∗) leva strana ve�a od desne. Za n < 5 proverom dobijamo da jednakost
(∗) vaжi za n ∈ {1, 2, 3}. Ovim je dokazano da za n > 3 traжeno c ne postoji. Razmotrimo sada sluqajeve
n 6 3. Nije texko uveriti se da za n = 1, n = 2, odnosno n = 3, konstante c = 0, c = 2, odnosno c = 3,
zadovoǉavaju uslov zadatka.

2. Pretpostavimo da matrica sa navedenim osobinama postoji. Oznaqimo ǌenu determinantu sa d. Na
osnovu Koxi-Bineove teoreme imamo −2 = detAk = (detA)k = dk i 4 = detAn = (detA)n = dn. Odavde
je d2k = dn, pa je |d|2k = |d|n. Kako je |d| > 1, a eksponencijalna funkcija sa osnovom ve�om od 1 strogo
rastu�a, dobijamo 2k = n. Me�utim, tada bi vaжilo (Ak)2 = An, xto nije taqno. Dakle, matrica sa
navedenim osobinama ne postoji.

3. Neka je d = n2 + a. Kako je n = 1 rexeǌe zadatka, pretpostavimo da je n > 1. Tada d deli (n4 + 1)−
(n4 − a2) = a2 + 1, tj. (n2 + a) · b = a2 + 1, za neko b ∈ N. Iz ove jednakosti je

a2 − ba+ 1− n2b = 0, (∗)

pa je 3n+7>a =
b

2
+

√
4n2b + b2 − 4

2
. Primetimo da za b>13 vaжi b+

√
4n2b+ b2 − 4 > 13+7n > 14+6n, xto je

u kontradikciji sa prethodnom nejednakox�u, pa je b612. Iz b | a2+1 sledi da b ne moжe biti deǉiv sa 4,
a ni sa prostim brojem oblika 4k−1 (jer tada −1 nije kvadratni ostatak). Dakle, b 6∈ {3, 4, 6, 7, 8, 9, 11, 12}
(ovo se moжe dokazati i direktno, bez korix�eǌa prethodno navedenih qiǌenica). Daǉe, ne moжe biti
ni b = 1, jer jednaqina n2 = a2 − a + 1, zbog (a − 1)2 < a2 + 1 − a < a2, nema rexeǌa u skupu prirodnih

brojeva. Za b = 2 je n2 =
(a− 1)2

2
, xto tako�e nije mogu�e. Dakle, b ∈ {5, 10}.

Neka je b = 5. Tada je 5n2 = a2−5a+1 ≡ (a−1)2 (mod 3), pa su brojevi n i a−1 deǉivi sa 3. Me�utim,
tada 9 | 3a = (a− 1)2 − 5n2, pa je i a deǉivo sa 3, xto nije mogu�e.

Najzad, neka je b = 10. Rexavaǌem jednaqine (∗) dobijamo a = 5 +
√
10n2 + 24, a uslov a 6 3n + 7

ekvivalentan je sa 0 > n2 − 12n + 20, odnosno n 6 10. Kako je 10n2 + 24 potpun kvadrat, to je n paran
(u suprotnom je 10n2 + 24 ≡ 2 (mod 4)). Proverom dobijamo da je za n 6 10 broj a prirodan jedino za
n ∈ {2, 10}. Za n = 2 broj d = 17, a za n = 10 broj d = 137, zadovoǉava uslove zadatka.

Traжeni brojevi su 1, 2 i 10.

4. Oznaqimo traжeni polupreqnik sa r. Neka je sa S(X) oznaqena povrxina figure X.
Vaжi S(ABD) = r(AB +AD +BD)/2 i S(ACD) = r(AD +AC − CD)/2 (za izvo�eǌe ove formule pogle-

dati rexeǌe 2. zadatka za 2. razred), pa je

BD

CD
=

S(ABD)

S(ACD)
=

AB +AD +BD

AC +AD − CD
.



Koriste�i AB = AC, odavde dobijamo BD(AB + AD − CD) = CD(AB + AD + BD), odnosno 2BD · CD =
(BD − CD)(AB +AD). Daǉe, po Stjuartovoj teoremi je AB2 − AD2 = BD · CD, pa zamenom u prethodnu
jednakost dobijamo BD − CD = 2(AB −AD).

Sada imamo hb · AC = 2S(ABC) = 2S(ABD) + 2S(ACD) = r(AB + AD + BD) + r(AC + AD − CD) =
r(2AB + 2AD + BD − CD) = 4r · AB. Deǉeǌem sa AB dobijamo traжeno tvr�eǌe.

5. Svakom skupu Ai, 1 6 i 6 k, moжemo dodeliti jednu n-torku qija je l-ta koordinata, za 1 6 l 6 n,
jednaka 1 ako l ∈ Ai, a 0 inaqe. Da bi traжeni uslov bio zadovoǉen potrebno je da za svako l, 16 l 6 n,
postoji barem jedno i, 16 i6 k, tako da je l-ta koordinata niza dodeǉenog skupu Ai jednaka 1. Zato l-te
koordinate skupova A1, A2, . . . , Ak moжemo odabrati na 2k − 1 naqina, za svako 1 6 l 6 n, pa samim tim
k-torki (A1, A2, . . . , Ak) ima (2k − 1)n. (Tangenta 63, str. 12, M932)

Qetvrti razred - A kategorija

1. Kako je (m + n)c = mb + na, a (m+ n)a < mb + na < (m + n)b, to je a < c < b. Iz uslova zadatka sledi
da je p(x) = (x − a)m(x− b)n. Daǉe je

p′(x) = m(x− a)m−1(x− b)n + (x − a)mn(x− b)n−1 = (x− a)m−1(x− b)n−1((m+ n)x− (mb + na)),

pa je p′(c) = 0 i p′(x) neprekidna funkcija. Neka je ε > 0 takvo da je a < c − ε < c + ε < b. Tada za
c < d < c+ ε vaжi (d− a)m−1 > 0, (d− b)n−1 < 0 (jer je n paran) i (m+ n)d− (mb+ na) = (m+ n)(d− c) > 0,
odnosno p′(d) < 0. Sliqno, za c − ε < d < c vaжi p′(d) > 0, xto dokazuje da je c lokalni maksimum date
funkcije.

2. Primetimo da iz a ∗ b = a ∗ d sledi a+ b+ c = (a ∗ b) ∗ c = (a ∗ d) ∗ c = a+ d+ c i odatle b = d. Sliqno, iz
a ∗ b = d ∗ b sledi a = d. Sada iz (a ∗ b) ∗ c = (b ∗ a) ∗ c = a+ b + c dobijamo a ∗ b = b ∗ a. Oznaqimo x = a ∗ 0.
Tada je x∗ 0 = (a∗ 0)∗ 0 = a, pa je 2x = (x∗ 0)∗x = a∗x = x∗a = (a∗ 0)∗a = 2a, dakle x = a∗ 0 = a. Konaqno,
korix�eǌem posledǌe osobine dobijamo a ∗ b = (a ∗ b) ∗ 0 = a+ b.

3. Koristi�emo slede�e poznato tvr�eǌe:

Prirodan broj se moжe predstaviti kao zbir dva kvadrata ako i samo ako se svaki ǌegov
prost delilac oblika 4k − 1, k ∈ N, javǉa sa parnim eksponentom.

Kako je NZD(x − 1, x + 1) ∈ {1, 2}, iz prethodnog tvr�eǌa zakǉuqujemo da su x − 1 i x + 1 zbirovi dva
kvadrata ako i samo ako je to i ǌihov proizvod x2 − 1. Ovo je, opet, ekvivalentno postojaǌu celih
brojeva v i w za koje je x2 − 1 = (x − v)2 + w2. Sre�ivaǌem dobijamo v2 + w2 + 1 = 2vx, pa v | w2 + 1,
odnosno w2 + 1 = uv. Konaqno 2x = u+ v, a uv − 1 = w2, odnosno uv − 1 je potpun kvadrat.

4. Neka je O centar kruga upisanog u romb. Ozna-
qimo ∢BAC = ∢BCA = α, ∢AKO = ∢OKL = x i
∢KLO = ∢OLC = y. Iz zbira uglova qetvorougla
AKLC je 360◦ = 2α + 2x + 2y, tj. α + x + y = 180◦.
Daǉe, iz zbira uglova trougla AKO je ∢KOA = y,
a iz zbira uglova trougla CLO je ∢LOC = x. Da-
kle, trouglovi KOA i OLC su sliqni, pa imamo
AK ·CL = AO ·CO = AO2. Analogno je i AN ·CM =
AO2, odakle sledi KA/AN = MC/CL. Kako je jox
i ∢NAK = ∢LCM , trouglovi KAN i MCL su sli-
qni, pa je ∢AKN = ∢CML, tj. KN ‖ LM .

A B

CD

O

K

L

α x

α

y
x

y
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5. Koristi�emo slede�e tvr�eǌe:

Neka je a, b ∈ N. Tada se a objekata moжe raporediti u b nepraznih grupa na

(

a− 1

b− 1

)

naqina.

Razmotrimo prvo sluqaj kada je k = 2r − 1 neparan broj. Tada traжeni nizovi mogu biti oblika
J1N1J2N2 . . . JrNr ili N1J1N2J2 . . . NrJr, gde su Ji i Ni, za 16i6r, neprazni nizovi jedinica i nula, redom.
Da bismo dobili niz koji je nekog od ovih oblika dovoǉno je rasporediti m jedinica u r nepraznih

grupa i n nula u r nepraznih grupa. Dakle, nizova prvog i drugog oblika ima po

(

m− 1

r − 1

)(

n− 1

r − 1

)

, pa

je ukupan broj nizova jednak 2

(

m− 1

r − 1

)(

n− 1

r − 1

)

.



U sluqaju da je k = 2r paran broj traжeni nizovi mogu biti oblika J1N1J2N2 . . . JrNrJr+1 ili
N1J1N2J2 . . . NrJrNr+1, gde su opet Ji i Ni, za 1 6 i 6 r, neprazni nizovi jedinica i nula, redom. Da
bismo dobili niz prvog oblika dovoǉno je rasporediti m jedinica u r+ 1 nepraznu grupu i n nula u r
nepraznih grupa, a da bismo dobili niz drugog oblika dovoǉno je rasporediti m jedinica u r nepraznih
grupa i n nula u r + 1 nepraznu grupu. Dakle, traжeni broj nizova u ovom sluqaju jednak je

(

m− 1

r

)(

n− 1

r − 1

)

+

(

m− 1

r − 1

)(

n− 1

r

)

.

(Tangenta 62, str. 15, M906)



Druxtvo matematiqara Srbije

Ministarstvo prosvete, nauke i tehnoloxkog razvoja

OKRUЖNO TAKMIQEǋE IZ MATEMEMATIKE

Rexeǌa zadataka

Prvi razred - B kategorija

1. Iz uslova zadatka je
−−→
AD =

−−→
AB +

−−→
BC +

−−→
CD = 2~b + ~a−~b = ~a+~b. Kako je

−−→
MA = −~b, to je iz prethodnog−−→

MD =
−−→
MA+

−−→
AD = −~b+ ~a+~b = ~a. Taqke A, O i C su kolinearne, pa je

−→
AO = λ

−→
AC, za neko λ ∈ R, a kako

su taqke B, O i D kolinearne dobijamo
−−→
BO = µ

−−→
BD. Daǉe,

−→
AC =

−−→
AB +

−−→
BC = 2~b + ~a i

−−→
BD =

−−→
BA +

−−→
AD =

−2~b+ ~a+~b = ~a−~b, pa kako je
−→
AO +

−−→
OB =

−−→
AB = 2~b, iz prethodnih jednakosti dobijamo

2~b = λ(2~b+ ~a)− µ(~a−~b) = (λ− µ)~a+ (2λ+ µ)~b.

Dakle, 0 = λ− µ i 2 = 2λ+ µ. Rexavaǌem ovog sistema dobijamo λ = µ = 2/3, pa je

−→
OA = −−→

AO = −2

3
·
(

~a+ 2~b
)

i
−−→
OM =

−→
OA+

−−→
AM = −2

3
·
(

~a+ 2~b
)

+~b = −1

3
·
(

2~a+~b
)

.

(Tangenta br. 62, str. 36, zad. 3)

2. Traжene jednakosti slede iz

f(1− x) =
((1− x)2 − (1− x) + 1)3

(1− x)2(1− x− 1)2
=

(1− 2x+ x2 − 1 + x+ 1)3

(x− 1)2x2
=

(x2 − x+ 1)3

x2(x− 1)2
,

f

(

1

x

)

=

(

(

1
x

)2 − 1
x
+ 1
)3

(

1
x

)2 ( 1
x
− 1
)2 =

(

1−x+x2

x2

)3

1
x2 ·

(

1−x
x

)2 =
(1−x+x2)3

x6

(1−x)2

x4

=
(x2 − x+ 1)3

x2(x− 1)2
.

3. Brojevi 9a i 2013c deǉivi su sa 3, pa brojevi 2b i 2014d daju isti ostatak pri deǉeǌu sa 3. Primetimo
da broj 2014 daje ostatak 1 pri deǉeǌu sa 3, pa i svaki ǌegov stepen daje ostatak 1 pri deǉeǌu sa 3.
Samim tim, 2b daje ostatak 1 pri deǉeǌu sa 3. Primetimo da je 22k = 4k i 22k+1 = 22k · 2 = 4k · 2, za
svako k ∈ N, pa 22k daje ostatak 1 pri deǉeǌu sa 3, a 22k+1 ostatak 2 pri deǉeǌu sa 3. Dakle, b mora
biti paran broj. Odavde je b > 2, pa je 2b = 4 · 2b−2 deǉivo sa 4. Brojevi 9 i 2013 daju ostatak 1 pri
deǉeǌu sa 4, pa i brojevi 9a i 2013c daju ostatak 1 pri deǉeǌu sa 4. Odavde zakǉuqujemo da 2014d daje
ostatak 2 pri deǉeǌu sa 4, pa kako je 2014 paran, to je d = 1. Me�utim, brojevi a, b, c su prirodni, pa
je 9a + 2b + 2013c > 9 + 2 + 2013 > 2014, xto dokazuje da data jednaqina nema rexeǌa u skupu prirodnih
brojeva.

4. Neka je S taqka preseka pravih BQ i CP , a
α = ∢BAC. Iz zbira uglova trougla BCS imamo
180◦ = ∢SBC + ∢SCB + ∢BSC = 2α + ∢BSC, pa je
∢BSC = 180◦ − 2α. Daǉe, posmatraju�i kruжnicu
opisanu oko trougla APQ imamo ∢POQ = 2∢PAQ =
2α, a kako je ∢PSQ = ∢BSC = 180◦ − 2α (kao una-
krsni uglovi), to je ∢POQ+∢PSQ = 180◦, pa taqke
P , O, Q i S leжe na istoj kruжnici k. Kako je
PO = QO (kao polupreqnici kruжnice opisane oko
trougla PAQ), to su uglovi nad ovim tetivama
kruжnice k jednaki, odnosno ∢PSO = ∢OSQ.

B C

A

QP

O

S
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Iz jednakosti unakrsnih uglova zakǉuqujemo da je prava OS simetrala ∢BSC. Kako je ∢SBC = ∢BCS,
to je trougao BCS jednakokraki, pa se simetrala ∢BSC poklapa sa simetralom stranice BC, odnosno
OS je simetrala stranice BC.

5. Broj 5555 je jedini qetvorocifreni broj koji ima qetiri cifre 5. Odredimo koliko ima qetvoroci-
frenih brojeva koji imaju taqno tri cifre 5. Ima taqno ǌih 8 kod kojih cifra hiǉada nije jednaka
5 (cifra hiǉada ne moжe biti 0 ili 5, dok su ostale cifre jednake 5) i taqno ǌih 3 · 9 = 27 kod kojih
cifra jedinica, desetica ili stotina nije jednaka 5. Odredimo koliko ima qetvorocifrenih brojeva
kojima su taqno dve cifre jednake 5. Ukoliko je cifra hiǉada jednaka 5, tada imamo tri mogu�nosti za
preostalu cifru 5 (ona moжe biti cifra jedinica, desetica ili stotina), a zatim za svaku od preostale
dve cifre imamo 9 mogu�nosti, tj. ovih brojeva ima 3 · 9 · 9 = 243. Ukoliko cifra hiǉada nije jednaka



5, cifru hiǉada moжemo odabrati na 8 naqina, a zatim i mesto za preostalu cifru koja nije jednaka 5
na 3 naqina i tu cifru na 9 naqina, tj. ovih brojeva ima 8 · 3 · 9 = 216.

Brojeva sa traжenim svojstvom ima 1 + 8 + 27 + 243 + 216 = 495. (Tangenta 64, str. 34, zad. 6)

Drugi razred - B kategorija

1. Neka je z = x+ yi, za x, y ∈ R. Date jednakosti se svode na

(x− 1)2 + y2 = (x − 3)2 + (y − 2)2, x2 + y2 = (x− 4)2 + y2.

Prva jednaqina ekvivalentna je sa x + y = 3, a druga sa x = 2. Odavde dobijamo x = 2 i y = 1, pa je
traжeni broj z = 2 + i. (Tangenta 69, str. 29, zad. 5)

2. Kako parabola dodiruje x-osu u taqki (2, 0) imamo da je y = a(x− 2)2, a kako je ǌen presek sa y-osom
taqka (0, 8) imamo i 8 = a(0−2)2. Odavde je a = 2, pa je data parabola y = 2(x−2)2. Primetimo da je za sve
(x, y) sa parabole ispuǌeno y>0, i da ako je y62012, vaжi i −2012 < −

√
1006+26x6

√
1006+2 < 2012, pa

je dovoǉno ispitati koliko celobrojnih taqaka (m,n) takvih da je n62012 leжi na paraboli. Tako�e, za
svaku celobrojnu vrednost broja m iz intervala (−

√
1006+2,

√
1006+2), postoji taqno jedna celobrojna

vrednost broja n takva da je taqka (m,n) na datoj paraboli. Dakle, broj traжenih taqaka je jednak
broju celih brojeva u intervalu (−

√
1006 + 2,

√
1006 + 2), tj. 63.

3. Ukoliko je broj p jednak 0, tj. ukoliko je m = n (ovakve brojeve n nazivamo palindromima), tada je
p1 = 0 pa je traжeni broj jednak 0. Ukoliko je p 6= 0 tada je svaki od narednih brojeva ve�i od nule,
kao zbir cifara nenula celog broja. Primetimo da zbir cifara broja daje isti ostatak kao i sam broj
pri deǉeǌu sa 9. Samim tim, kako brojevi m i n imaju isti zbir cifara, oni daju isti ostatak pri
deǉeǌu sa 9, pa je p deǉiv sa 9. Korix�eǌem istog svojstva dobijamo da je p1, kao i svaki naredni
broj, deǉiv sa 9. Samim tim, pk je deǉiv sa 9, jednocifren i ve�i od nule, pa je pk = 9.

4. Neka je ABCD dati qetvorougao i O presek ǌegovih dijagonala.
Primenom nejednakosti trougla na △ABC, △BCD, △CDA, △DAB dobijamo redom

AB +BC > AC, BC + CD > BD, CD +DA > AC, DA+AB > BD.

Sabiraǌem ovih nejednakosti dobijamo 2(AB+BC+CD+DA) > 2(AC+BD), odnosno da je zbir dijagonala
qetvorougla maǌi od obima.

Primenom nejednakosti trougla na △ABO, △BCO, △CDO, △DAO dobijamo redom

AO +BO > AB, BO + CO > BC, CO +DO > CD, DO +AO > DA.

Sabiraǌem ovih nejednakosti dobijamo 2(AO+BO+CO+DO) > AB+BC+CD+DA, odnosno AC+BD >
(AB + BC + CD +DA)/2, tj. zbir dijagonala qetvorougla je ve�i od poluobima. (Tangenta 65, str. 38,
zad. 4)

5. Oznaqimo sa a iskaz ,,Aca je Istinoǉubi�”, tj. a =,,Aca je Istinoǉubi�” (tada imamo da je ¬a =,,Aca
je Laжeti�”), sa b =,,Bane je Istinoǉubi�” i sa c =,,Cepi je Istinoǉubi�”. Acina izjava, ,,Ili ja
ili Bane pripadamo razliqitoj porodici od ostale dvojice”, se moжe predstaviti kao:

A =
(

(a ⊻ b) ∧ (a ⊻ c)
)

⊻

(

(a ⊻ b) ∧ (b ⊻ c)
)

.

Oznaqimo levi deo ovog iskaza sa L =
(

(a ⊻ b) ∧ (a ⊻ c)
)

, a desni sa D =
(

(a ⊻ b) ∧ (b ⊻ c)
)

. Napravimo

odgovaraju�u tablicu istinitosti (u gorǌoj polovini tablice, gde je Aca Laжeti�, moramo da stavimo
i iskaz ¬A, jer je on taqan):

A
a b c a ⊻ b a ⊻ c b ⊻ c L D L ⊻D ¬A
0 0 0 0 0 0 0 0 0 1
0 0 1 0 1 1 0 0 0 1
0 1 0 1 0 1 0 1 1 0
0 1 1 1 1 0 1 0 1 0
1 0 0 1 1 0 1 0 1
1 0 1 1 0 1 0 1 1
1 1 0 0 1 1 0 0 0
1 1 1 0 0 0 0 0 0



Iskaz A je taqan u slede�im sluqajevima: a = 0, b = 1, c = 0; a = 0, b = 1, c = 1; a = 1, b = 0, c = 0 i
a = 1, b = 0, c = 1. Me�utim, u sluqajevima a = 0, b = 1, c = 0 i a = 0, b = 1, c = 1 Aca uvek laжe, tako
da on nije mogao da izgovori iskaz A. Dakle, dati iskaz je taqan samo u sluqajevima a = 1, b = 0, c = 0
i a = 1, b = 0, c = 1. Ako Aca laжe, onda posmatramo negaciju ¬A i ona je taqna u sluqajevima a = 0,
b = 0, c = 0 i a = 0, b = 0, c = 1. Zajedniqko za sva ova 4 sluqaja je b = 0, tj. Bane je Laжeti�.

Tre�i razred - B kategorija

1. Iz datih uslova je ~m · ~m = |~m|2 = 4, ~n · ~n = |~n|2 = 9, ~p · ~p = |~p|2 = 4, ~m · ~n = |~m| · |~n| · cos(π/3) = 3,
~m · ~p = |~m| · |~p| · cos(π/2) = 0, ~n · ~p = |~n| · |~p| · cos(π/3) = 3, pa je

|~a|2 =(3~m+ 2~n− ~p) · (3~m+ 2~n− ~p) = 9~m · ~m+ 4~n · ~n+ ~p · ~p+ 12~m · ~n− 4~n · ~p− 6~m · ~p = 100,

|~b|2 =(~m− ~n+ 2~p) · (~m− ~n+ 2~p) = ~m · ~m+ ~n · ~n+ 4~p · ~p− 2~m · ~n− 4~n · ~p+ 4~m · ~p = 11.

Odavde je |~a| = 10 i |~b| =
√
11. (Tangenta 66, str. 38, zad. 2)

2. Pretpostavimo da je tg 2x · ctg 3x ∈ (2/3, 9). Primetimo da x nije oblika π/2 + kπ, za neko k ∈ Z, jer

je u suprotnom tg 2x = 0. Dakle, tgx je definisano, pa vaжi tg 2x =
2tgx

1− tg 2x
. Tako�e, ctg 3x 6= 0, pa je i

tg 3x definisan i po adicionim formulama vaжi tg 3x =
3tgx− tg 3x

1− 3tg 2x
. Neka je

y = tg 2x · ctg 3x =
2tgx

1− tg 2x
· 1− 3tg 2x

3tgx− tg 3x
=

2− 6tg 2x

3− 4tg 2x+ tg 4x
=

2− 6m

3− 4m+m2
∈
(

2

3
, 9

)

,

gde je m = tg 2x. Tada je
y ·m2 + (6− 4y) ·m+ (3y − 2) = 0. (∗)

Prema prethodnom, kvadratna jednaqina (∗) (po m) ima nenegativno rexeǌe. Dakle, D = (6 − 4y)2 −
4y(3y − 2) > 0, odnosno 4y2 − 40y + 36 > 0. Rexavaǌem ove kvadratne nejednaqine dobijamo da je y > 9
ili y 6 1, pa je prema prethodnom y ∈ (2/3, 1]. Me�utim, tada je y > 0, 6 − 4y > 0 i 3y − 2 > 0, pa je
po Vietovim formulama zbir rexeǌa jednaqine (∗) negativan, a proizvod pozitivan, a samim tim oba
rexeǌa su negativna. Kontradikcija.

3. Pretpostavimo prvo da je x > 7. Tada leva strana jednaqine daje ostatak 6 pri deǉeǌu sa 7. Me�utim,
kako kvadrat nijednog prirodnog broja ne daje ostatak 6 pri deǉeǌu sa 7 (mogu�i ostaci su: 02 = 0,
(±1)2 = 1, (±2)2 = 4, (±3)2 ≡ 2 (mod 7)), u ovom sluqaju jednaqina nema rexeǌa. Preostaje jox da se
ispitaju sluqajevi 1 6 x 6 6. Direktnom proverom se ustanovǉava da su rexeǌa (x, y) ∈ {(4, 10), (5, 14)}
(tada imamo 4! + 76 = 24 + 76 = 100 = 102 i 5! + 76 = 120 + 76 = 196 = 142).

4. Neka je AB = a i CD = b. Izaberimo taqku P na stranici BC tako da vaжi BP/PC = a/b. Zatim,
izaberimo taqku N ∈ BD tako da je NP ‖ CD, a zatim i taqku M ∈ AD tako da je MN ‖ AB. Konaqno
izaberimo taqku Q ∈ AC tako da je MQ ‖ DC. Dovoǉno je dokazati da je MNPQ romb, jer tada taqke M ,
N , P , Q pripadaju istoj ravni. Zbog naqina odabira taqaka i Talesove teoreme je BP/PC = BN/ND =
AM/MD = AQ/QC, pa je QP ‖ AB, i samim tim MNPQ je paralelogram. Daǉe, iz QP ‖ AB i NP ‖ DC

je po Talesovoj teoremi
QP

a
=

CP

BC
i

NP

b
=

BP

BC
, pa je

NP

QP
=

b ·BP

a · CP
= 1, xto zavrxava nax dokaz.
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5. Odredimo uqenike koji �e sedeti u prvom redu. Ovo su uqenici koji rade prvu ili drugu grupu
zadataka, tako da to moжemo uraditi na 2 naqina. Zatim, u svakom redu treba rasporediti po 10
uqenika u proizvoǉnom redosledu. Za svaki red to moжemo uraditi na 10! naqina, tako da je traжeni
broj rasporeda jednak 2 · (10!)2. (Tangenta 62, str. 38, zad. 1)



Qetvrti razred - B kategorija

1. Neka je duжina stranice kvadrata koji qini osnovu kutije jednaka a, a duжina visine jednaka b. Tada
je V = a2b, a povrxina kutije jednaka je P = a2 + 4ab. Po uslovu zadatka, potrebno je odrediti a i b

tako da pri uslovu V = a2b povrxina kutije bude minimalna. Iz datog uslova je b =
V

a2
, pa je potrebno

odrediti minimalnu vrednost funckije

P (x) = x2 +
4V

x
.

Da bi u taqki a funkcija P (x) imala minimum potrebno je da je 0 = P ′(a) = 2a− 4V

a2
, odnosno a = 3

√
2V .

Kako je P ′(x) > 0 za x > a, a P ′(x) < 0 za 0 < x < a, u taqki a je minimum funkcije P (x).
Dakle, da bi se upotrebilo minimalno materijala potrebno je napraviti kutiju qija je osnova kvadrat

stranice a = 3
√
2V , a visina b = 3

√

V

4
. (Tangenta 66, str. 38, zad. 3)

2. Uvedimo smene x(x − 1) = t i a(a− 1) = b i reximo jednaqinu

0 = b2(t+ 1)3 − (b+ 1)3t2 = b2t3 − (b3 + 3b+ 1)t2 + 3b2t+ b2. (∗)

Iz polazne jednaqine znamo da je b jedno rexeǌe jednaqine (∗), pa deǉeǌem b2t3 − (b3 +3b+1)t2 +3b2t+ b2

sa t− b dobijamo
0 = (t− b)(b2t2 − (3b+ 1)t− b).

Samim tim, rexeǌa jednaqine (∗) su t1 = b, t2,3 =
3b+ 1±

√
9b2 + 6b+ 1 + 4b3

2b2
. Primetimo da je

4b3+9b2+6b+1 = 4a3(a−1)3+9a2(a−1)2+6a(a−1)+1 = 4a6−12a5+21a4−22a3+15a2−6a+1 = (2a3−3a2+3a−1)2,

pa je t2 =
a

(a− 1)2
, a t3 =

−2a3 + 6a2 − 6a+ 2

2a2(a− 1)2
=

−2(a− 1)3

a2(a− 1)2
= −a− 1

a2
. Dakle, dovoǉno je rexiti slede�e

tri jednaqine

x(x − 1) = a(a− 1), x(x − 1) =
a

(a− 1)2
, x(x− 1) = −a− 1

a2
.

Rexeǌa prve jednaqine su x1,2 =
1±

√

1 + 4a(a− 1)

2
=

1± (2a− 1)

2
, odnosno x1 = a i x2 = 1 − a. Rexeǌa

druge jednaqine su

x3,4 =
1

2
·
(

1±
√

1 +
4a

(a− 1)2

)

=
1

2
·
(

1±
∣

∣

∣

∣

a+ 1

a− 1

∣

∣

∣

∣

)

,

odnosno x3 =
a

a− 1
i x4 =

1

1− a
. Rexeǌa tre�e jednaqine su

x5,6 =
1

2
·
(

1±
√

1− 4(a− 1)

a2

)

=
1

2
·
(

1±
∣

∣

∣

∣

a− 2

a

∣

∣

∣

∣

)

,

odnosno x5 =
a− 1

a
i x6 =

1

a
. Kako je xi 6∈ {0, 1}, za 16i66, to su xi, za 16i66, rexeǌa poqetne jednaqine.

3. Primetimo da je ⌊x + 1
6⌋ > ⌊x⌋, ⌊x + 3

6⌋ > ⌊x + 2
6⌋ i ⌊x + 5

6⌋ > ⌊x + 4
6⌋. Data jednaqina ekvivalentna je

sistemu koji se dobija kada se svuda nejednakost zameni jednakox�u.
Primetimo da x ∈ R nije rexeǌe jednaqina ⌊x + 1

6⌋ = ⌊x⌋ ako i samo ako je x ∈
[

k + 5
6 , k + 1

)

za neki

ceo broj k. Samim tim, skup rexeǌa prethodne jednaqine je R \⋃k∈Z

[

k + 5
6 , k + 1

)

. Analogno, jednaqina

⌊x + 3
6⌋ = ⌊x + 2

6⌋ ima skup rexeǌa R \ ⋃k∈Z

[

k + 3
6 , k + 4

6

)

, a jednaqina ⌊x + 5
6⌋ = ⌊x + 4

6⌋ skup rexeǌa

R \
⋃

k∈Z

[

k + 1
6 , k + 2

6

)

. Skup rexeǌa poqetne jednaqine je presek ovih skupova, odnosno:

⋃

k∈Z

([

k, k +
1

6

)

∪
[

k +
2

6
, k +

3

6

)

∪
[

k +
4

6
, k +

5

6

))

.

4. Poxto je presek ravni i paralelopipeda petougao, to ravan preseca 5 strana paralelopipeda. Neka
je KLMHP dati petougao, tako da je K ∈ AA1, L ∈ BB1, M ∈ CC1, H ∈ C1D1 i P ∈ D1A1 (videti sliku).
Taqke K, L, M , H se nalaze u istoj ravni, pa kako se prave KL i HM ne seku, to je KL ‖ HM . Sliqno
je LM ‖ KP .



Produжimo duжi KP i MH do ǌihovog preseka O. Tada je KLMO paralelogram, pa je

LM = KO = KP + PO i LK = MO = MH +HO.

Kako je LM,KP,LK,MH ∈ {1, 2}, dobijamo da je LM = LK = 2 i KP = MH = 1, a zatim i HO = PO = 1.
Razmotrimo sada △POH. Kako je PH ∈ {1, 2} i zbog nejednakosti trougla PH < PO+HO = 1+1 = 2,

dobijamo da je PH = 1, tj. da je △POH jednakostraniqni. Odatle imamo da je ∢PHO = ∢HPO = 60◦, pa
je ∢PHM = ∢HPK = 120◦. Iz paralelograma KLMO je ∢KLM = ∢POH = 60◦ i ∢LKP = ∢LMH = 120◦.

Dakle, qetiri ugla datog petougla jednaka su 120◦, a jedan 60◦.

Ok 2013 4B4

5. Broj bijekcija na skupu od qetiri elementa je jednak broju permutacija na skupu od qetiri elementa,
odnosno 4·3·2·1 = 24. Kako konstantnih funkcija ima 4, a ukupan broj funkcija je 44 (svaki element skupa
{a, b, c, d} se moжe slikati u proizvoǉan element skupa {a, b, c, d}), to je traжeni broj jednak 44 − 24− 4 =
228. (Tangenta 69, str. 12, M1062)


