MunaucrapcTBO IpOCBeTEe, HAYKE U TEXHOJIOMIKOT pa3Boja
IpymrBo maremaruuapa Cpouje

ORPYRHO TAKMUYEILE I3 MATEMATURE
09.02.2013.

IIpBu pa3pen — A kareropuja

IlaTte cy mBe Kpy:KHUIIE KOje ce He CeKy. KROHCTpyucaTtu HUXOBE
3aje JHUYKE TAHTE€HTE.

Ha jemnom ombojkamkoM TYypPHUPY ydecTBOBaJO je n > 1 exkuma u
CBaKe IBE €KUIle OQUTpaJie Cy TavHO jenan Mehycobuu meu. Jlokazatu

na je TMMoOBe Moryhe HyMepucaTtu OpojeBuMa 1,2,....,7m Tako na je
TUM HyMepucan OpojeMm ¢ mobemumo y MebhycobmOM ayemy Tum HY-
Mepucan 6pojem i+ 1, 3a cBako i € {1,2,...,n— 1}.

(Y ombojum HeMa HepemeHUX pe3yJirTara.)

Y ckymy mpupomHUX OpOjeBa PEmIUTH jeTHAUNHY

x! + 76 = 3%

[lomynapue kpy:xuutne ki, ke m k canpxke tauxky P, u ceky ce jom y
taukama: k u ki vy A, kuw ko y B, k1 u ko y N. Kpyxuune ky, ca
nearpom y A, u kg, ca nearpom y B, canp:ke taury IN. lokasaru ma
Kpy:kHUIE ka, kp n k uMajy 3aje IHUUKY TaUKY.

Hexa je n > 2 npuponan 6poj. Iloma xkBagparue tabaune A popmara
n X n nomnymena cy 6pojesuma 1 u —1. 3a cako i € {1,2,...,n} o3ua-
yuMo ca k;, OJHOCHO v;, TPOU3BOL OpOjeBa y 1—TO] KOJOHU, OTHOCHO
1—T0j BpcTu. Tabauia ce 30Be caspuiera ako je

k1+k2+...+kn—|—v1+v2—|—...+vn:0.

Opmpemutu cBe mpupomHe OpojeBe n > 2 3a KOje MOCTOju CaBPIIEHA
Tabauna.

Bpewme 3a panx 180 munyTa.
Pemema 3anmaraka meramsHO 0OPA3TIOKUTH.



MunaucrapcTBO IpOCBeTEe, HAYKE U TEXHOJIOMIKOT pa3Boja
IpymrBo maremaruuapa Cpouje

OKPYKHO TAKMUYEILE 113 MATEMATUKE
09.02.2013.

Ilpyru pa3spem — A Kareropuja

Hoxkazaru na He moctoju x € R Tako ma BasKu

2
tg2x - ctgdx € <§,9) .

Hera cy mg, mp, M TERULNHE TYHKA U Tq, T'p, Te TOTYIPEYHUIN OATO-
Bapajyhux cmo/ba IpUOKUCAHUX KPYroBa mpousBospHOT Tpoyriaa ABC.
IlokazaTu na BayKU HejeTHAKOCT

11 1 1 1 1
—+—+ -+ .

2 2 X 9
myg mb mg Ta Tb Te

Ila nmu mocToju mpupomaH OpPoj n Tako Ida 3a CBakKy ypebeHy meTopky
nesaux OpojeBa (1, T2, T3, T4, T5) BAKU UMILIAKAILIL]A,

4 04 4 4 4
ity tast+r,=n-25 — x1=07

Ilar je omrpoyrau tpoyrao ABC. Hera cy P u () Tauke Ha CTpaHU-
nama AB u AC, pemom, TakBe na nmpase PQ u BC Hucy mapaJjeine.
Oszuaunmmo ca M u N cpemumra ny:xu BP u CQ, pemom. Ilokazaru

na kpyskaune onucane oko NAABC, NAPQ u AAMN ocum tauke A
UMajy JOII jeOHY 3a)elHUYKY TaudKy.

Ha meroM ckymy koMe mpucycTByje m > 1 Jbyou yYeCHUIII IOBOPE
Ha YKYIOHO N — 1 pa3imuuTux je3mka, IPU YeMy CBAKU YUYECHUK TO-
BOPU CBe je3mke. 3a KOje n je Moryhe na CBaKU YUYECHUK IPUIUKOM
MO3ApPaBJbala Ca OCTAJIUM yUYeCHUIIMMa ynorpebu cBux n — 1 jesura?
(CBaka mBa yueCHHMKa Ce MO3APaBIbajy HA TAYHO jeIHOM je3UKY.)

Bpewme 3a pan 180 munyTa.
Pemema 3amaraka merasHO 0OpPa3IOKUATH.



MunaucrapcTBO IpOCBeTEe, HAYKE U TEXHOJIOMIKOT pa3Boja
IpymrBo maremaruuapa Cpouje

OKPYKHO TAKMUYEILE 113 MATEMATUKE
09.02.2013.

Tpehu pa3zpen — A xkareropuja

Heka je n € N. la snu mocroju peasan O6poj ¢ TakaB Jna 3a CBAKO
x € R Baskn

2

sin®?z +c-sin?x - cos®x + cos? x =17

Ila qu mocroju martpuna A, UyMju Cy €JeMEeHTU KOMIUIEKCHU OpojeBwu,
TaKBa Ma 3a HEKe IpupomaHe Opojese k 1 n BaKu

o [102 .2 27,
A_[34}MA_{35}.

Oppemutu cBe mpupoaHe OpojeBe n 3a Koje mocrToju mesauiaal d 6poja
n* + 1 rakas ma je n> <d<n?+3n+7.

Heka je ABC jennakokpaku tpoyrao (AB = AC) u neka je D rauka Ha
crpanuru BC takBa na Cy HOJYIPEUYHUNN KPyTra YIUCAHOT Y TPOYrao
ABD wu kpyra npunucasor crpanunu CD tpoyraa ACD jennakwu.
IlokazaTu na Cy OBU HOJIYIPEYHUNN jeTHAKU YEeTBPTUHU BUCUHE TPO-
yrana ABC u3 temena B.

Heka cy n u k npuponuu 6pojesu u S = {1,2,...,n}. Oxpenuru 6poj
ypebenux k—rtopku (Aq, As, ..., Ax) monckynosa ckymna S uuja je yHuja
jemnaka S.

Bpewme 3a pan 180 munyTa.
Pemema 3amaraka merasHO 0OpPa3IOKUATH.



MunaucrapcTBO IpOCBeTEe, HAYKE U TEXHOJIOMIKOT pa3Boja
IpymrBo maremaruuapa Cpouje

OKPYKHO TAKMUYEILE 113 MATEMATUKE
09.02.2013.

Yerepru pa3pen — A kareropuja

Moununn nonuaoMm p(x) cremeHa m + n UMa M—TOCTPYKY HYILY a U
N—TOCTPYKY HYyJdy b, mpm yeMy je n mapaH u Baxku a < b. Jlokazaru

a Y TadyKu
mb + na
C = —
m+n
¢yHruMja p(r) UMa JOKAJIHU MAKCUMYM.
(ITommuOM je MOHMYAH ako My je koeduuumjeHT y3 MoHOM HajBeher

creneHa jeqHak 1.)

Dunapra omnepanuja * nepumHUCAHA Ha CKYIy peaJHUX OpojeBa je
TakBa na 3a cBe a,b,c € R Baxu

(axb)xc=a+b+c.

Hoxkazaru na je axb=a+b.

Heka je x mpuponan 6poj. Hokaszatu na ce x — 1 u x + 1 mory mpen-
cTaBUTA y obOJsmKy 30mpa mBa KBaapaTa LeJuX OpojeBa ako M caMo
aKO IOCTOje meJu OPOojeBu u W v TaKBU 1a je u+v = 2z u uv — 1 moTnyH
KBaApaT.

Heka cy KL u M N tanrente Ha ynucauu Kpyr pomba ABCD, rue cy
K, L, M, N rauke na crpaaunama AB, BC, CD, DA, penom. Ilokazaru
na je KN || LM.

Ha ronuko Hauwmuaa ce n HyIa U m jenuHuna Mory nopebatwm y Hu3
TAKO Mla Ceé HA TAYHO k MeCTa MOKEe YOUUTU Map PA3TUYUTUX CyCEIHUX
opojesa’?

Bpewme 3a pan 180 munyTa.
Pemema 3amaraka merasHO 0OpPa3IOKUATH.



MuHncTapcTBO IPOCBETE, HAYKE M TEXHOJIOMIKOT pa3Boja
9
IpymrBo maremaruuapa Cpouje

OKPYKHO TAKMUYEILE 113 MATEMATUKE
09.02.2013.

IIpBu pa3pen — b kareropuja

Heka je O mupecek mujaromasa tpamesa ABCD konm kora je

Ag = 2DC un raura M cpemumre crpanune AB. Axo je BC = a
- — T AR

u D(% = b, U3pa3uTU BEKTOpE Aﬁ, MD, OA u OM upeko a u b.

dyuruuja f: R\ {0,1} —» R nara je ca

(@ —ax41)?
fa) = 22(x —1)2

Hokazatu na je f(x) = f(1 —x) = f(1/x), 3a ce x € R\ {0, 1}.

Iloka3aTu ma He MOCTOje MpUPOAHU OpojeBu a, b, c,d TakBu ma je

9% + 2% + 2013° = 2014%.

Y tpoyray ABC, ca majkpahom crpanunom BC, uzabpane cy Tauke
P u QQ ua crpanunama AB u AC, penom, Tako ma je

<PCB =<QBC =<BAC.
Ilokasatu ma nenrap O ommcane kKpyskuuie tpoyriaa APQ nexu Ha

cuMerpanu crpanuie BC.

Konuko nma verBopornudpennx 6pojeBa koju cagp:ke 6ap ase mudppe 57

Bpewme 3a pan 180 munyTa.
Pemema 3amaraka merasHO 0OpPa3IOKUATH.



MunaucrapcTBO IpOCBeTEe, HAYKE U TEXHOJIOMIKOT pa3Boja
IpymrBo maremaruuapa Cpouje

OKPYKHO TAKMUYEILE 13 MATEMATUKE
09.02.2013.

Ilpyru pa3spen — B kareropuja

OnpenuTu KOMIJIEKCAH OPOj z 3a KOjU BaKU

|z — 1| = |z — 3 — 2i] n |z| = |z — 4.

[TapaGoma y = ax? + bz + ¢ cede y-ocy y Tauku (0,8), D0k je meHa je-
IVHA 3ajeHUYKA Taudka ca r-ocoM tauka (2,0). Komuko nenobpojuux
ravaka (m,n), takBux ga je —2012 < m < 2012 u —2012 < n < 2012,
JIesKU Ha OBOj mapabosm?

Heka je n > 10 mpuponan 06poj. Omn mera modbujamo O6poj m Tako
mro nudpe Opoja n HANMUIIEMO Yy OOGPHYTOM penocieny (yKOIUKO ce n
3aBpIIaBa HyJjaMma, HBUX He MUIIEeMO y Opojy m), a 3aTuM OGpoj p Kao
p = |n —m|. Heka je p; 36up mudpapa 6poja p. 3arum, HEKa je P
30up nudapa 6poja p;, urn. Ha oBaj mHaumn nobujeH je jenuomudpen
©6poj pk, 3a mero k > 1. Onpemuru py.

Ilokazartu ma je y CBaKOM KOHBEKCHOM Ye€TBOPOYTJY 30Up AujaroHatia
Behu on moayobuma, a Mamu O obuMa.

Ana, Bawme u Bnanma mpunanajy mopomumnama Jlaxxeruha u Wctum-
HospyOmha (cBako mpumana camo jemHoj ox Te aBe mopoawuie). Kao
IITO UM M Ope3uMeHa rosope cBaku Jlaeruh yBek jaske, a CBaku
Ncrunomybuh yBek roBopu uctuny. Ama je pekao ciaenehe:

,AAnu Bane nnu ja mpunagaMo pa3jauyvuTo] MOPOAUIUA O OCTAJIE
nBojure.”

a) Y KOjUM CiIydajeBUMa je MPEeTXOIHU MCKA3 TadvaH?!

6) Yuje mpesume ca CUIypHOIINY MOKEMO na YTBDIUMO?!

Bpewme 3a pan 180 munyTa.
Pemema 3amaraka merasHO 0O0pPa3IOKUTH.



MunaucrapcTBO IpOCBeTEe, HAYKE U TEXHOJIOMIKOT pa3Boja
IpymrBo maremaruuapa Cpouje

OKPYKHO TAKMUYEILE 113 MATEMATUKE
09.02.2013.

Tpehu pa3zpen — B kareropuja

Heka cy m, i, p Bekropu takBu na je |m| = 2, |i| = 3, [p] = 2,
<(m,n) = <«(i,p) = /3, <(m,p) =7/2. Axo je

a = 3m+ 2i — p, b= — i+ 2,
onpenuty |@| u |b).

(Ca <(u, V) o3nauen je yrao usmeby Bekropa 4 u U.)

Ilokazatu na He moctoju r € R Tako ma Baku

2
tg2x - ctg3x € <§,9> .

Y cryny mpupomgHUX OpOjeBa PEIUTHU jeTHAUNHY
x! + 76 = 3.

(Ca z! o3nauen je 6poj 1-2-...-x)

IlokaszaTu ma TpOM3BOJEHY TPOCTpPAHy MOUPaMUAYy MO:keMo mpecehn
paBHU TaKO Ha ce y mpeceky mobuje pomO.

Ha rouTposHOo] Be:kOU cBakM yuyeHUK MOOMO je 3amaTKe jemHe Ol IBe
rpyme 3agaraka. Y KOJIUKO olesberme nMma 20 yyerura, a mo 10 yuyeHuka
paau cBakKy I'pyIy 3aJaTaka, Ha KOJWKO HAUWHA WX HEKYPHU HACTA-
BHUK MOke mopebhaTw y mBa pema TakO a YUYEHUIW KOjU CYy I00MIn
UCTY TPYIy 3alaTaka cele jemaH u3a APYTOor, a da YUEHUIU KOjUu cele
jemaH mo OpPYror pae pa3jnduTe TPyle 3agaTaka’

Bpewme 3a pan 180 munyTa.
Pemema 3amaraka merasHO 0OpPa3IOKUATH.



MunaucrapcTBO IpOCBeTEe, HAYKE U TEXHOJIOMIKOT pa3Boja
IpymrBo maremaruuapa Cpouje

OKPYKHO TAKMUYEILE 113 MATEMATUKE
09.02.2013.

YerepTHu pa3pen — b kareropuja

Onpenutu muMens3uje npaBe KyTuje 6e3 MOKJIONIa Ca KBAIPATHOM OCHO-
BOM U 3ampeMuHOM V 3a 4yuje mpaBibeme je moTpebHAa MUHUMAJHA
KOJUYMHA MaTepujaa.

Heka je a € R\ {0,1}. ¥ cryny peannux OpojeBa pPelINTH jeTHAYUHY

(22 —x+1)3 _ (a®> —a+1)3
x?(x —1)? a?(a —1)2

Y ckyny peaJyiHUX OpojeBa pemnTH jeTHAUYNHY

o | for 2| or 2] =t o 2] o o ]

(|x| je meo meo Gpoja x, omaocHo Hajsehu meo 6poj e Behu on x.)

[Ipecer mapaJsesnonunena u paBHU je METOYTrao KO KOTra Cy CBe CTpa-
Hute nyskube 1 nam 2. OapenuTu yrioBe TOT TETOYTIIA.

Komuko nma ¢yuruuja f : {a,b,c,d} — {a,b,c,d} roje nucy Oujeruuje
Y HUCY KOHCTAHTHE (yHKIUje?

Bpewme 3a pan 180 munyTa.
Pemema 3amaraka merasHO 0OpPa3IOKUATH.



