
Ministarstvo prosvete, nauke i tehnoloxkog razvoja
Druxtvo matematiqara Srbije

OKRU�NO TAKMIQEǋE IZ MATEMATIKE

09.02.2013.

Prvi razred – A kategorija

Date su dve kru�nice koje se ne seku. Konstruisati ǌihove1.
zajedniqke tangente.

Na jednom odbojkaxkom turniru uqestvovalo je n > 1 ekipa i2.
svake dve ekipe odigrale su taqno jedan me�usobni meq. Dokazati
da je timove mogu�e numerisati brojevima 1, 2, . . . , n tako da je
tim numerisan brojem i pobedio u me�usobnom duelu tim nu-
merisan brojem i+ 1, za svako i ∈ {1, 2, . . . , n− 1}.
(U odbojci nema nerexenih rezultata.)

U skupu prirodnih brojeva rexiti jednaqinu3.

x! + 76 = y2.

Podudarne kru�nice k1, k2 i k sadr�e taqku P , i seku se jox u4.
taqkama: k i k1 u A, k i k2 u B, k1 i k2 u N . Kru�nice kA, sa
centrom u A, i kB, sa centrom u B, sadr�e taqku N . Dokazati da
kru�nice kA, kB i k imaju zajedniqku taqku.

Neka je n> 2 prirodan broj. Poǉa kvadratne tablice A formata5.
n×n popuǌena su brojevima 1 i −1. Za svako i ∈ {1, 2, . . . , n} ozna-
qimo sa ki, odnosno vi, proizvod brojeva u i–toj koloni, odnosno
i–toj vrsti. Tablica se zove savrxena ako je

k1 + k2 + . . .+ kn + v1 + v2 + . . .+ vn = 0.

Odrediti sve prirodne brojeve n > 2 za koje postoji savrxena
tablica.

Vreme za rad 180 minuta.
Rexeǌa zadataka detaǉno obrazlo�iti.



Ministarstvo prosvete, nauke i tehnoloxkog razvoja
Druxtvo matematiqara Srbije

OKRU�NO TAKMIQEǋE IZ MATEMATIKE

09.02.2013.

Drugi razred – A kategorija

Dokazati da ne postoji x ∈ R tako da va�i1.

tg 2x · ctg 3x ∈
(
2

3
, 9

)
.

Neka su ma, mb, mc te�ixne du�i i ra, rb, rc polupreqnici odgo-2.
varaju�ih spoǉa pripisanih krugova proizvoǉnog trougla ABC.
Dokazati da va�i nejednakost

1
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+
1

m2
b

+
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6 1

r2a
+
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r2b
+

1
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.

Da li postoji prirodan broj n tako da za svaku ure�enu petorku3.
celih brojeva (x1, x2, x3, x4, x5) va�i implikacija

x4
1 + x4

2 + x4
3 + x4

4 = n · x4
5 =⇒ x1 = 0?

Dat je oxtrougli trougao ABC. Neka su P i Q taqke na strani-4.
cama AB i AC, redom, takve da prave PQ i BC nisu paralelne.
Oznaqimo sa M i N sredixta du�i BP i CQ, redom. Dokazati
da kru�nice opisane oko △ABC, △APQ i △AMN osim taqke A
imaju jox jednu zajedniqku taqku.

Na nekom skupu kome prisustvuje n > 1 ǉudi uqesnici govore5.
na ukupno n − 1 razliqitih jezika, pri qemu svaki uqesnik go-
vori sve jezike. Za koje n je mogu�e da svaki uqesnik prilikom
pozdravǉaǌa sa ostalim uqesnicima upotrebi svih n− 1 jezika?
(Svaka dva uqesnika se pozdravǉaju na taqno jednom jeziku.)

Vreme za rad 180 minuta.
Rexeǌa zadataka detaǉno obrazlo�iti.
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Tre�i razred – A kategorija

Neka je n ∈ N. Da li postoji realan broj c takav da za svako1.
x ∈ R va�i

sin2n x+ c · sin2 x · cos2 x+ cos2n x = 1?

Da li postoji matrica A, qiji su elementi kompleksni brojevi,2.
takva da za neke prirodne brojeve k i n va�i

Ak =

[
1 2
3 4

]
i An =

[
2 2
3 5

]
?

Odrediti sve prirodne brojeve n za koje postoji delilac d broja3.
n4 + 1 takav da je n2 < d6 n2 + 3n+ 7.

Neka je ABC jednakokraki trougao (AB = AC) i neka je D taqka na4.
stranici BC takva da su polupreqnici kruga upisanog u trougao
ABD i kruga pripisanog stranici CD trougla ACD jednaki.
Dokazati da su ovi polupreqnici jednaki qetvrtini visine tro-
ugla ABC iz temena B.

Neka su n i k prirodni brojevi i S = {1, 2, . . . , n}. Odrediti broj5.
ure�enih k–torki (A1, A2, . . . , Ak) podskupova skupa S qija je unija
jednaka S.

Vreme za rad 180 minuta.
Rexeǌa zadataka detaǉno obrazlo�iti.
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Qetvrti razred – A kategorija

Moniqni polinom p(x) stepena m + n ima m–tostruku nulu a i1.
n–tostruku nulu b, pri qemu je n paran i va�i a < b. Dokazati
da u taqki

c =
mb+ na

m+ n

funkcija p(x) ima lokalni maksimum.
(Polinom je moniqan ako mu je koeficijent uz monom najve�eg
stepena jednak 1.)

Binarna operacija ∗ definisana na skupu realnih brojeva je2.
takva da za sve a, b, c ∈ R va�i

(a ∗ b) ∗ c = a+ b+ c.

Dokazati da je a ∗ b = a+ b.

Neka je x prirodan broj. Dokazati da se x− 1 i x+ 1 mogu pred-3.
staviti u obliku zbira dva kvadrata celih brojeva ako i samo
ako postoje celi brojevi u i v takvi da je u+v = 2x i uv−1 potpun
kvadrat.

Neka su KL i MN tangente na upisani krug romba ABCD, gde su4.
K,L,M ,N taqke na stranicama AB,BC,CD,DA, redom. Dokazati
da je KN ∥ LM .

Na koliko naqina se n nula i m jedinica mogu pore�ati u niz5.
tako da se na taqno k mesta mo�e uoqiti par razliqitih susednih
brojeva?

Vreme za rad 180 minuta.
Rexeǌa zadataka detaǉno obrazlo�iti.
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Prvi razred – B kategorija

Neka je O presek dijagonala trapeza ABCD kod koga je1. −−→
AB = 2

−−→
DC i taqka M sredixte stranice AB. Ako je

−−→
BC = a⃗

i
−−→
DC = b⃗, izraziti vektore

−−→
AD,

−−→
MD,

−→
OA i

−−→
OM preko a⃗ i b⃗.

Funkcija f : R \ {0, 1} → R data je sa2.

f(x) =
(x2 − x+ 1)3

x2(x− 1)2
.

Dokazati da je f(x) = f(1− x) = f(1/x), za sve x ∈ R \ {0, 1}.

Dokazati da ne postoje prirodni brojevi a, b, c, d takvi da je3.

9a + 2b + 2013c = 2014d.

U trouglu ABC, sa najkra�om stranicom BC, izabrane su taqke4.
P i Q na stranicama AB i AC, redom, tako da je

^PCB = ^QBC = ^BAC.

Dokazati da centar O opisane kru�nice trougla APQ le�i na
simetrali stranice BC.

Koliko ima qetvorocifrenih brojeva koji sadr�e bar dve cifre 5?5.

Vreme za rad 180 minuta.
Rexeǌa zadataka detaǉno obrazlo�iti.
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Drugi razred – B kategorija

Odrediti kompleksan broj z za koji va�i1.

|z − 1| = |z − 3− 2i| i |z| = |z − 4|.

Parabola y = ax2 + bx+ c seqe y-osu u taqki (0, 8), dok je ǌena je-2.
dina zajedniqka taqka sa x-osom taqka (2, 0). Koliko celobrojnih
taqaka (m,n), takvih da je −2012 6 m 6 2012 i −2012 6 n 6 2012,
le�i na ovoj paraboli?

Neka je n > 10 prirodan broj. Od ǌega dobijamo broj m tako3.
xto cifre broja n napixemo u obrnutom redosledu (ukoliko se n
zavrxava nulama, ǌih ne pixemo u broju m), a zatim broj p kao
p = |n − m|. Neka je p1 zbir cifara broja p. Zatim, neka je p2
zbir cifara broja p1, itd. Na ovaj naqin dobijen je jednocifren
broj pk, za neko k > 1. Odrediti pk.

Dokazati da je u svakom konveksnom qetvorouglu zbir dijagonala4.
ve�i od poluobima, a maǌi od obima.

Aca, Bane i Vlada pripadaju porodicama La�eti�a i Isti-5.
noǉubi�a (svako pripada samo jednoj od te dve porodice). Kao
xto im i prezimena govore svaki La�eti� uvek la�e, a svaki
Istinoǉubi� uvek govori istinu. Aca je rekao slede�e:

,,Ili Bane ili ja pripadamo razliqitoj porodici od ostale
dvojice.”

a) U kojim sluqajevima je prethodni iskaz taqan?

b) Qije prezime sa sigurnox�u mo�emo da utvrdimo?

Vreme za rad 180 minuta.
Rexeǌa zadataka detaǉno obrazlo�iti.
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Tre�i razred – B kategorija

Neka su m⃗, n⃗, p⃗ vektori takvi da je |m⃗| = 2, |n⃗| = 3, |p⃗| = 2,1.
^(m⃗, n⃗) = ^(n⃗, p⃗) = π/3, ^(m⃗, p⃗) = π/2. Ako je

a⃗ = 3m⃗+ 2n⃗− p⃗, b⃗ = m⃗− n⃗+ 2p⃗,

odrediti |⃗a| i |⃗b|.
(Sa ^(u⃗, v⃗) oznaqen je ugao izme�u vektora u⃗ i v⃗.)

Dokazati da ne postoji x ∈ R tako da va�i2.

tg 2x · ctg 3x ∈
(
2

3
, 9

)
.

U skupu prirodnih brojeva rexiti jednaqinu3.

x! + 76 = y2.

(Sa x! oznaqen je broj 1 · 2 · . . . · x)

Dokazati da proizvoǉnu trostranu piramidu mo�emo prese�i4.
ravni tako da se u preseku dobije romb.

Na kontrolnoj ve�bi svaki uqenik dobio je zadatke jedne od dve5.
grupe zadataka. Ukoliko odeǉeǌe ima 20 uqenika, a po 10 uqenika
radi svaku grupu zadataka, na koliko naqina ih de�urni nasta-
vnik mo�e pore�ati u dva reda tako da uqenici koji su dobili
istu grupu zadataka sede jedan iza drugog, a da uqenici koji sede
jedan do drugog rade razliqite grupe zadataka?

Vreme za rad 180 minuta.
Rexeǌa zadataka detaǉno obrazlo�iti.
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Qetvrti razred – B kategorija

Odrediti dimenzije prave kutije bez poklopca sa kvadratnom osno-1.
vom i zapreminom V za qije pravǉeǌe je potrebna minimalna
koliqina materijala.

Neka je a ∈ R \ {0, 1}. U skupu realnih brojeva rexiti jednaqinu2.

(x2 − x+ 1)3

x2(x− 1)2
=

(a2 − a+ 1)3

a2(a− 1)2
.

U skupu realnih brojeva rexiti jednaqinu3. ⌊
x+

1

6

⌋
+

⌊
x+

3

6

⌋
+

⌊
x+

5

6

⌋
= ⌊x⌋+

⌊
x+

2

6

⌋
+

⌊
x+

4

6

⌋
.

(⌊x⌋ je ceo deo broja x, odnosno najve�i ceo broj ne ve�i od x.)

Presek paralelopipeda i ravni je petougao kod koga su sve stra-4.
nice du�ine 1 ili 2. Odrediti uglove tog petougla.

Koliko ima funkcija f : {a, b, c, d} → {a, b, c, d} koje nisu bijekcije5.
i nisu konstantne funkcije?

Vreme za rad 180 minuta.
Rexeǌa zadataka detaǉno obrazlo�iti.


