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Zadaci sa kvalifikacionih ispita 2001-2008.

KVALIFIKACIONI ISPIT IZ MATEMATIKE
02.07.2001.

1. Uprostiti izraz
2x  3x?=2x+1 x—1
+ ; -— )
X+1 X~ +1 X" =—x+1

2. Rijesiti jednadinu  [x—2|=2x+1.

3. Rijesiti nejednaginu 9% —9'™* > 8,

4. Rijesiti nejednadinu Vx> +2x—-8 > x—1.
5. Dokazati identitet

~ sin a _cosza _sin2a
l+ctga  1+tga 2

6. Ako u trouglu vrijedi (a+b+c)a+b-c)=3ab, dokazati daje y = %

7. Rijesiti jednacinu
1+sin X+ cosX+sin2X+cos2X =0.

8. Odrediti jednacinu kruznice koja prolazi kroz tacku (8,9) 1 dodiruje
svaku od koordinatnih osa.

9. U pravougli trougao upisana je kruznica. Tacka dodira te kruznice sa
hipotenuzom dijeli hipotenuzu na odsjecke duzine 5 i 12. Na¢i
poluprecnik te kruznice.

10. Rijesiti sistem:
X,y

47 X =32, 10g3(x—y):1—10g3(x+ y).
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Rjesenja:
1. Vrijedi
2X +3x2—2x+1_ x—1 _2x+ 3x* =2x+1  x-1
x+1 x4+l P —x+1 x+1 (x+1)fx* =x+1) x> —x+1
Cax(X7 = x4+ 1)+ 3% —2x 1= (x—1)(x+1)
(x+1)x* —x+1)
C 20 =2x7 42X+ 3% —2x+1-xP 41
(x+1)x* —x+1)
3
—2(’(3 +1)=2, X% -1
X" +1
2. Posto je
X—2,X>2
k-21-{ ,
—X+2,X<2

razlikujemo dva slucaja:

a) za Xe (— oo,2) data jednacina je ekvivalentna jednacini

—X+2=2x+1, odakle dobijamo X = % , 1to je rjesSenje jednacine

jer % € (— oo,2);

b) za x € [2,00) data jednacina je ekvivalentna jednacini
X—2=2x+1, odakle je Xx=-3, S§to nije rjeSenje jednacine jer
~3¢[2,0).

3. Data nejednacina je ekvivalentna nejednacini
9% -8.9-9>0,

koja se smjenom 9* =t, t > 0 svodi na kvadratnu nejednacinu
t? -8t—9>0,

tj. (t+1)t—9)>0. Odavde dobijamo
te(-o,~1]U[9,0),

Stouzuslovt>0 ,dajete [9,00) . Dakle,
9% e [9,00) , odnosno X e [l,oo) )
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4. Tzuslova X* +2x-8>0, tj. (x+4)x—-2)> 0 dobijamo
(1) xe(-o,—4]u [2,00).
Ako je Xx—1<0, naosnovu (1) za X € (—o0,~4] imamo

X2 +2Xx—-8>0>x—1.

Ako je Xx—12=0, odnosno na osnovu (1) za X e [2, oo), nakon kvadriranja
dobijamo

X* +2X =8> x> —2x+1,tj. x>%.

Prema tome, rjeSenje date nejednacine je

e (Coo—4]U Gooj

5. Vrijedi
: 2 2 < 2 2
sina_cos’a _, sin’a cos’a
l+ctga 1+tga cosa sin &
9 9 1+— 1+
sina cosa
4 sin’ o, cos’a

sino+coso  coso +sina
(sin o + cos oc)(sin2 o —sina.cosa + cos’ oc)

:1— =
sin o + cosa
=1- l—sza :sza,aik—ﬂ,ai—£+nﬂ,k,nez.
2 2 2 4

6. Izuslova (a+b+c)a+b—c)=3ab, dobijamo (a+b)’ —c? =3ab, t.
¢c’=a’+b’-ab.
Iz kosinusne teoreme imamo ¢° =a’ +b” —2abcosy, pa dobijamo

cos —l 1 -z
Y 2,J~7 3

7. Data jednacina je ekvivalentna slijede¢im jednacinama
1+ sin X + cos X + 2sin Xcos X + cos® X —sin* X = 0,
1+ sin X+ cos X+ 2sin Xcos X+ 2cos* X—1=0,
cos X(1+2cos x)+sin x(1+2cos x) =0,
(cos x +sin x 1+ 2cos x) = 0.
Odavde dobijamo cosX+sinx =0 1ili 1+2cosx =0, tj.
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tgx =—1 ili cosX = —l.
2
Rjesenja jednacine su

4 2
X, =—£+k7faxm :_7[+2myz,xn :—7[+2n7z,k,m,neZ.
3 3

. Neka je jednacina kruznice (X— p)2 +(y—q)2 =r’. Posto kruznica
dodiruje obe koordinatne ose, vrijedi |p| :|q| =r, 1 posSto prolazi kroz
datu tacku vrijedi
8-p) +(O-q)f =r".
Akosu pi q istog znaka, tj. p = (, dobijamo jednacinu
8-p) +(©-p)=p’,
odnosno kvadratnu jednacinu
p>—34p+145=0.
Njena rjesenja su 51 29.
Ako su pi qsuprotnog znaka, p =—(, dobijamo jednacinu
(8-p) +(©+p) =p’,
tj. jednacinu
p>+2p+145=0,
koja nema realna rjeSenja.

Dakle, jednacine kruznica su
(x=5) +(y=5) =51 (x=29) +(y-29)° =292

B Trouglovi DAO 1 OAE su podudarni pa je
DA=AE=5. Analogno je BE=BF=I12.
Primjenjujuéi Pitagorinu teoremu dobijamo
1 12 (r+12) +(r+5)* =172,

tj. kvadratnu jednacinu
r’+17r-60=0.
Polupre¢nik kruznice je r=3.
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2[%%] s . X y 5
10.1z 2 =2 ,X¢O,y¢0,dobljam0—+—:5.
y X

Uvodenjem smjene L t, dobijamo kvadratnu jednacinu
y

2t —5t+2=0,

o T |

¢ija surjesenja 2 i 5

Iz druge jednacine sistema, uz uslove X+Yy >0 1 X—Yy > 0, dobijamo
10g3(x2 —~ yz): log, 3.

Za t =2 dati sistem je ekvivalentan sistemu

X=2y

x?—y? =3,
Uvrstavajuéi Xiz prve jednacine u drugu, dobijamo jedna¢inu y’ =1,
¢ija su rjesenja 1 i —1. Odavde dobijamo rjesenja sistema (2,1), (-2,-1),
od kojih samo rjesenje (2,1) zadovoljava postavljene uslove.

1 . . . .
Zat= 5 dati sistem je ekvivalentan sistemu

y =2X
x> -y’ =3.

Uvrstavajuéi y iz prve jednacine u drugu, dobijamo jednacinu
X =-1

koja nema realnih rjeSenja.

Dakle, rjedenje sistema je (x,y)=(2,1).
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KVALIFIKACIONI ISPIT IZ MATEMATIKE
05.09.2001.

. Uprostiti izraz

l+a \/l—a

-2 1+a——,(—1<a<l, a#0)
J1+a__J1—a a

l-a l+a

. Akoje x—Xx' =a, izraCunati x> —X".

. Zakoje vrijednosti parametra a jednacina
(a—1)x* +(2a+7)x+5(2a+7)=0
ima bar jedan realan korijen.

3+2X
2—X

<-1.

. Rijesiti nejednacinu

. Rijesiti jednac¢inu log X — logL1 —log2 = 10g(2x + 3) .
X

. Rijesiti nejednadinu  sin X ++/3 cos X > 1.

. Dokazati da za uglove «a, f3,y proizvoljnog trougla vrijedi

cos’ a +cos’ f+cos” y+2cosacos fcosy =1.

. Na jednoj tezi$noj liniji trougla ABC odabrati tacku M tako da zbir
s=MA’> +MB’ + MC*
ima minimalnu vrijednost.

. Ako su a i b paralelne stranice, ci d kraci trapeza, pi g dijagonale
trapeza, dokazati da je
p>+q’=c’+d’+2ab.

10. Sastaviti jednacinu kruznice koja prolazi tackama A(— 2,0) i B(l,l) a
centar joj lezi na pravoj X+Yy =0.
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Rjesenja:
1. Vrijedi
l+a [l-a J1+a Jl—a J1+a Jl—a
—— - -
l1-a Vi+a 1 _ Vi-a Vi+a Vl-a Vi+a I _
l+a [l-a a \/1+a_\/1—a \/1+a+\/1—a a
1-a 1+a 1-a I+a I-a 1+a
I+a 1+a.L—a+1—a
l1-a l1-a 1+a 1+a 1 _
l1+a 1-a a
1-a l+a
(1+a)’ +2(1-a*)+(1-a)
_ 1-a’ 1
" (+ay-(1-ay a
1-a’
_2e2 2 1L o
4a a a a
2. Vrijedi

_ P - -
X =x? = (x=x1f +3x% x =3x-x7 =

:(x—x")3 +3(x—x’1):a3 +3a.

3. Jednacina ima bar jedan realan korijen ako vrijedi D >0, odnosno
(2a+7)’ —20(a—1)2a+7)>0.
Ova nejednacina je ekvivalentna nejednacini
(2a+7)2a-3)<0,

2°2
(Za a =1 jednacina se svodi linearnu jednacinu 9x + 45 =0,
¢ije je rjeSenje X =-5.)

odakle se dobija a e [—Z,E}

. v . . o . 3+2X
4. Data nejednacina je ekvivalentna nejednacini 5
—X

+1< 0, odnosno

;(i < 0. Rjesenje nejednacine je X € (—o0,—5) U (2,00).
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5.1z x>0AX—=1>0A2x+3>0 dobijamo X e (l,oo), 1 tada je jednacina
ekvivalentna jednacini
log X(X - 1) =log 2(2X + 3),
odnosno jednacini
X* —X=4X+6.
Dobijamo kvadratnu jednac¢inu
x> —5Xx—6=0,
¢ija su rjeSenja X, =—1,X, =6. Iz uslova Xe (l,oo) dobijamo da je
rjeSenje date jednacCine X = 6.

6. Data nejednacina je ekvivalentna slijede¢im nejednacinama:
1. 3 1
—sinX+——cosX >—,
2 2 2

) T o1
sin X cos— + cos X sin— > —,
3 3 2

) ( ﬁj 1
sin| X+— |>—,
3 2

pa je rjesenje nejednacine X + T e U(z + 2k7r,5?7[ + 2k7zj,
kez
odnosno

X e U(—£+2kﬂ',£+2kﬂ'}
kez\ 6 2
7. Postoje y=mr—a—-p1 cos(;z—(o):—COS(p dobijamo
cos’ a +cos’ f+cos’ y+2cosacos fcosy =
= cos’ a +cos” f+cos’(a+ f8)—2cosa cos fcos(a + ) =
= cos’ o + cos” B + (cos o cos B — sin ausin B)’ —
— 2cos a.cos B(cosoccosB — sin o sin B) =
= cos’ a + cos’ B+ cos’ a.cos’ B — 2 cos a cos P sin asin B+
+sin” asin® B — 2 cos® acos® B+ 2 cos o cos B sin o sin B =
=cos’ a +cos’ B —cos’ acos’ ﬂ+(1—<:032 atXI—cos2 ﬂ)=
=co0s” a.+cos’ B—cos” acos’ B+1—cos” o —cos’ B +cos” a.cos’ B =
=1.

10
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8. Rjesenje I:

C Neka je M proizvoljna tacka na
teziSnoj duzi AA,. Uzimajuéi na
pravoj AA, tacku M, tako da je

X M A, M, MA =AM, dobijamo paralelogram

MBM,C. Posto je u paralelogramu

zbir kvadrata stranica jednak zbiru
kvadrata dijagonala dobijamo

2(MB? + MC? )= MM + BC>.
Dalje je MM, = 2MA, =2(AA —MA) pa dobijamo
4(AA, — MAY + BC? = 2(MB> + MC?),
4AA? —8AA, - MA + 4MA” + BC? = 2(MB> + MC?).
Odavde je
2(MB? + MC? + MA?) = 6MA® —8AA - MA+ 4AA’ + BC?,

B

tj.
2 Y 2 1
s=MA*> + MB* + MC* = 3(MA—§AA1J +§AA12 +EBC2.
Ovaj zbir ¢e biti najmanji kada je MA = %AA1 , tj. ako je tacka M

teziste trougla.

Rjesenje II:
¢ Trouglovi QA C 1 A BP su podudarni
paje AQ = AP. Iz kosinusne teoreme
[0) M/ L \A, P imamo
AV Q ’ MC? = MA® + AC* —2AC - AM cos o.
. AQ :
Dalje je cosp =——, pa je
Je) @ AC paj
B ACcosp = AQ. Dakle
MC? = MA’ + AC* —2AQ - AM.
Analogno je
MB’ = MA* + AB® —2AM - ABcosy, cosy =%,
pa je

MB* = MA” + AB* —2AM - AP.

11
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Prema tome

s=MA” + MB? + MC? =3MA’ + AC* + AB”> —2AM (AP + AQ).
Posto je

AP+ AQ = AA + AP+ AA —AQ=2AA,
dobijamo

s =3MA” —~4MA- AA + AC” + AB® =

2
:3[MA-§AA,) +AC? + AB’ —§AA5.

Ovaj zbir ¢e biti najmanji kada je MA = % AA, , tj. ako je tatka M teZiSte

trougla.

X[
A a

Primjenom kosinusne teoreme na trouglove ABC, ACD, ABD, BCD
redom, dobijamo

p>=a’+c’ —2accosf,

p? =b? +d? —2bd cos(z — ),

q°=a’+d*—2adcosa,

q> =c? +b? —2bccos(z - B).
Posto je COS(?Z' - go) = —cos @, sabiranjem dobijamo

2(p2 + qz): 2(a2 +b*+c? + dz)—

—2accosf + 2bd cos o — 2ad cos o + 2bc cos

odnosno
1) p*+q*=a’>+b>+c’+d* —(a—b)dcosa+ccosP).

S druge strane, iz pravouglih trouglova AED i FBC imamo

y

X
—=cosa,—=cos 3,
C

12
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paje
dcosa+ccosf=x+y=a-h.
Uvrstavanjem u (1) dobijamo
p’+q*=a’+b’+c’+d’—(a-b)’,
i nakon sredivanja
p>+q’=c’+d’+2ab.

10. Neka je jednacina kruZnice (x— p)2 + (y - q)2 =r’. Posto centar
kruznice lezi na pravoj X+Yy=0, vrijedi p+0q=0, pa dobijamo
jednadinu kruznice (X - p)2 + (y+ p)2 =r’. Po$to kruznica prolazi
datim tackama, dobijamo sistem jednacina

O (-2-p)f+pi=r’

2 (1-pP+@0+p)y=r
Iz (1)-(2) dobijamo

3(1+2p)-(2p+1)=0,

odnosno p = —%. Uvrstavanjem u (1) dobijamo r = @

Dakle, jednacina kruznice je

(xe3) 23 -3
X+—| +|y—-=| ==.
2 2 2

13
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KVALIFIKACIONI ISPIT IZ MATEMATIKE
01.07.2002.

. Uprostiti izraz

2 X X 1—4x>
+ 2 'BE 2 3
1+Xx 1-X 1-2X+X - X—X"+X

. Pokazati da je \/29—12\/5—\/29+12\/§ cio broj. Koji je to broj?

. Odrediti parametar m tako da zbir kubova korijena jednacine
X*—X+m=0
bude jednak 10.

. Rijesiti nejednacinu

VX = X+1>x-1.

. Rijesiti nejednacinu

2log1|x|—log1 (x+6)>0.
2 2

. Rijesiti sistem

2log(x + y)=log9

3¢ .9Y =3,

. Rijesiti jednacinu

sin” 2X+sin* 4x =1.

. Ako za stranice a,b iugao y trougla vrijedi a =2bcosy dokazati da je

taj trougao jednakokraki.

. Kruznice polupreénika 2 1 1 dodiruju se spolja u tacki T. Njihova

zajedni¢ka unutrasnja tangenta sijeCe spoljasnju tangentu u tacki
Izracunati duzinu duzi AT.

10. Odrediti jednacinu kruznice ¢iji je poluprecnik r = 3J2,a prave
X+y—-4=01X-y+7=0
je tangiraju.

14
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Rjesenja:

1. Vrijedi

2 X X o 1-4x?
[leerl—xz_1—2x+x2)1—x—x2+x3=
z( 2, X X ]_(l—2x)(l+2x)

l+x (1=x)1+x) (1-x) ) 1-x=x*(1-x)
C 2 4x+ 2%+ x(1-x) = x(1+x)_ (1-2x)1+2x) _

(1-x)*(1+x) S (=-x)1-x?)

—4x+2  (1-xP(1+x) _ 2(1-2x)

T =)0 (—2x)1+2x) (1= 2x)1+2x)

= ,x;til,x;til.
1+ 2X 2

2. Nekaje m=129-124/5 /29 +124/5 . Oigledno je m < 0.
Kvadriranjem dobijamo

m? = 201245 - 24/29% — (1245 +29+124/5,
m” =58 - 24121,
m* =36.

Prema tome m = —6.

3. Na osnovu Vietovih formula je
X, +X, =1, X, - X, =m.
Dalje je
X13 + X; = (Xl + Xz)(xlz — XX, + Xzz):
= (x, + xz)((x1 +X, ) —3x1x2)= 1-3m.
Znaci, 1 -3m =10, tj. m=-3.

4. Nejednacina je uvijek definisana jer je x> — X +1> O(VX € R) .
Ako je x—-1<0, vrijedi

VXP=x+120>x-1,

pa je rjeSenje nejednacine X € (— oo,l).

15
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Ako je x—12> 0, nakon kvadriranja dobijamo nejednacinu
X2 —X+1> x> =2x+1,

¢ije je rjesenje X > 0, odnosno, uzimajuci u obzir postavljeni uslov,
Xe [1, 00).

Prema tome, rjeSenje nejednacine je svako X € R.

5. Nejednacina je definisana za |X| >0AX+6>0,t.za

(HX#0AX>-6.
Prema tome, za X € (- 6,0)U (0,00) data nejednacina je ekvivalentna
nejednacinama

log, x> > log, (X+ 6),

2 2

X> <X+6, X>’=X-6<0.
RjeSenje ove kvadratne nejednacine je X € (— 2,3). Uzimaju¢i u obzir (1)
dobijamo rjesenje nejednacine

xe(-2,0)u(0,3).

6. Akoje X+ Yy >0, dati sistem je ekvivalentan sistemu
log(x + y) =log3

3x2+2y _ 39
odnosno sistemu
X+y=3
x> +2y=9.
Uvrstavajuéi Y iz prve jednacine u drugu, dobijamo kvadratnu jednacinu
2
X" =2x-3=0,

¢ija surjeSenja X, = —1,X, = 3. Odavde se dobija y, =4, y, =0.
Oba rjeSenja zadovoljavaju uslov x + y > 0, pa je rjeSenje sistema skup

(-14).G.0)}.

7. Data jednacina je ekvivalentna slijede¢im jednacinama
sin® 2X + 4sin” 2Xcos” 2x =1,

sin® 2X +4sin’ 2x —4sin* 2x =1,
4sin® 2x —5sin” 2x +1=0.

16
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Stavljaju¢i sin’2x =t, t >0, dobijamo kvadratnu jednacinu
4% —5t+1=0,

CijasurjeSenjat, =1, t, = % Odavde dobijamo

sin2x =+1,sin2X = i%,

A ¥ania ] . 7 krx
pa su rjesenjajednacme Xk :Z+7’
Xn :£+n_7[a Xin ZS—R"‘M,k,n,m eZ.
122 12 2

. Iz kosinusne teoreme imamo ¢ = a’ +b*> —2abcos y i uvritavajuéi da

je 2bcosy = a, dobijamo ¢’ =a’ +b* —a’,tj. c=bh.

Vrijedi AC = AT = AB (tangentne duzi), tj, AT :%BC . Dalje je

CB=0,D, pa iz pravouglog trougla O,0,D dobijamo O,D* =3 —1%,
odnosno O,D = 02,
Dakle, AT =+/2.

17
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10. Neka je jednagina kruznice (x—p)’ +(y—q)’ =18. Iz uslova dodira
prave i kruznice r2(1 + kz): (pk —g+n)* , dobijamo sistem

36=(-p-g-+4f
36=(p-q+7).
Razlikujemo 4 slucaja:
| mPma+4=6
p-q+7=6
e : . 3 1 . L Y.
rjeSenje ovog sistema je p = —E,q =5 pa je jednacina kruznice
2 2
x+z + y+l =18,
2 2
-p-gq+4=-6
7 P-q :
p-q+7=6
D : . 9 11 . " ..
rjesenje ovog sistema je p = E,q = pa je jednacina kruznice
2 2
2] )
2 2
. ~P-a+a=6
p-q+7=-6
D : . 15 11 . ” ..
rjeSenje ovog sistema je p = —?,q = pa je jednacina kruznice
2 2
(x+£j +(y—£) =18,
2 2
—P-gt+4=-6
p-q+7=-6

e : . 3 23 .. .. .
rjeSenje ovog sistema je p = 5 q= > pa je jednacina kruznice

2 2
(x+3j4(y—2§]:1&
2 2

18
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KVALIFIKACIONI ISPIT IZ MATEMATIKE
01.07.2003.

1. Uprostiti izraz
9(2a+3) 3a a

- + .
27-a* a*+3a+9 a-3

2. Dokazati da je

(4+\/EX\/E—J€N4—\/E:2.

3. Odrediti za koje vrijednosti realnog parametra m su oba korijena
jednagine X* —4x+2m=0 pozitivna.

4. Rijesiti jednacinu
1
4)( _3X—l — 3X+E _ 22)(—1 )

5. Rijesiti nejednacinu
log(SX + X —20)> x—Xxlog2.

6. Rijesiti jednacinu
cos’ X —sin’ X = cos X —sin X.

7. lzracunati uglove pravouglog trougla ako je razlika kateta jednaka % ,
gdje je chipotenuza.

8. Stranica jednakostrani¢nog trougla je a. Oko njegovog teZiSta opisana je
kruznica poluprecnika %. Odrediti povrSinu dijela trougla koji se nalazi

van ove kruZnice.

9. Neka su d, i d, dijagonale paralelograma i « ugao izmedu njih.
Odrediti povrSinu paralelograma.

10. Tacka M(—1,3) je unutrainja tatka kruznice (x +3)’ +(y —5)* = 25.
Odrediti jednac¢inu najmanje tetive koja sadrzi M.
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Zadaci sa kvalifikacionih ispita 2001-2008.

Rjesenja:

1. Vrijedi
92a+3)  3a LA
27-a° a*+3a+9 a-3

9(2a+3) 3a a
= - + =
(3-a)9+3a+a’) a’+3a+9 a-3
_18a+27-3a(3-a)-a(a> +3a+9)
(3-a)a®>+3a+9)
_18a+27-%9a+3a’-a’-3a’ -%a _
(3-a)a’>+3a+9)

3
_2T7A  aws.
27-a

2. Neka je (4+\/EX\/E—\/3N4—\/1_=m. Ocigledno je m>0, pa

nakon kvadriranja dobijamo

m? = (4 +15 (10~ 2460 + 64— 15 ).
m? = (4+1516-15)16 - 21/60 )= 4(4+ 15 415 )= 4.

Dakle, m=2.

odnosno

3. Da bi oba korjena jednacine bila pozitivna treba da budu ispunjeni
uslovi

D>0,x, +X,>0,XX,>0.
Koriste¢i Vietove formule, odavde dobijamo sistem nejednacdina
m>0,16-8m=>0.

Rjesenje ovog sistema je m e (0,2] .

4. Data jednacina je ekvivalentna sljede¢im jednacinama:
1

444 2 =3 243,
L] A
4 {4%1}:3 2[3+32],
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Zadaci sa kvalifikacionih ispita 2001-2008.

mﬁ_m ‘l
3) 3B
X—lzlog4 3\/§+1.
2 > 33
Odavde dobijamo

| NG
X=—+1lo 1+ —|.

3

Uz uslov 5" + Xx—20 > 0, data nejednacina je ekvivalentna
nejednacinama

log(SX + X—20)> logl0* —log2* ,
log(5* + x—20)> log 5"

Odavde je 5" + x—20> 5%, tj. x >20. RjeSenje nejednacine je
Xe (20,00) .

. Data jednacina je ekvivalentna slijede¢im jednac¢inama:

(cos x —sin X)(cos2 X + cOs Xsin X + sin” X)— (cos x —sinx) =0,
. I .
(cos x —sin x 1+Es1n2x—1 =0,

(cos x —sin x)sin 2x = 0.
Odavde dobijamo cosXx—sinX =0 ili sin2x =0,
odnosno tgx =1ili sin2x = 0.
Rjesenja jednacine su

n
Xy :E+kn, X, =—n, k,neZ.
4 2

Iz pravouglog trougla dobijamo

. a . (7[ j b M
sing =—,sin| ——a |=—, b
C 2 C
T/2-01
odnosno a

: (T a-b \/5
sin@ —sin| ——¢ |=——=—.
2 2

c



Zadaci sa kvalifikacionih ispita 2001-2008.

Primjenjujué¢i formulu za transformaciju razlike trigonometrijskih
funkcija u proizvod dobijamo

T ( 7[) V2
2cos—sin| o —— | = —,
4 4

2
odnosno
) T 1
sinl ¢ —— | =—.
4 2

Odavde dobijamo a = 5—”, p= z
12 12
C
T E
D
A F B

Jasno je da je P =3P, gdje je P, povrsina dijela trougla van kruZnice sa

aﬁT .
AL

6

2
tjemenom u B. Iz trugla DFT dobijamo DF? :(%j —(

DF :%. Odavde se dobije da je FB :%—% = %, pa je Cetverougao

FBET romb. Prema tome, P, =P, —P,, gdje je P, povrSina romba
FBET, a P, povrsina kruznog isjecka FET, sa uglom 60°, pa je

o

2 27 2 2
Pl_(%j sin60° — 3 :a\/g_aﬂ.

B 6 18 54

2
Nakon sredivanja dobijamo P = ?—8(3\/3 - 72')
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Zadaci sa kvalifikacionih ispita 2001-2008.

D C
@p
d,
A B
Povrsina trugla ABO je P, = li-d—zsin(ﬁ—(p): d -d, sin @,
22 2 8
. : d, d, . d -d, .
a povr§ina trougla BCO je P, =%71-?2s1n(p= L —2ging.

Prema tome, povrsina paralelograma je

P:2(P1+P2):2-d1 -d,

sing =

Najmanja tetiva kruznice je ona za koju je tatka M srediste.Naime, neka
je AB tetiva Cije je srediste tacka M i CD bilo koja tetiva koja sadrzi M.
Neka je N srediste tetive CD. Iz pravouglog trugla ONM je ocigledno
OM >ON ( OM je hipotenuza a ON kateta). Iz trougla OMA imamo

2

2
(%AB) =r*-~OM?, a iz trougla OCN je (%CD] =r>-ON",

Odavde i iz nejednakosti OM > ON dobijamo AB < CD .Posto je tetiva

. Do 1 .
AB okomita na pravu odredenu tackama M i S imamo k =—-——, tj.

MS
k=1. Prema tome, jednacina trazene prave je Yy—-3=X+1, tj.
X—y+4=0.
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Zadaci sa kvalifikacionih ispita 2001-2008.

KVALIFIKACIONI ISPIT IZ MATEMATIKE
01.07.2004.

a’-b’ B a’+b’

ab ab
a—-b+
a+b a-b

. Uprostiti izraz

a+b-

- Rijesiti nejednadinu [2X+5) > —X+2.

N \/x—s \/x—4 7 [x+2
. Rijesiti jednacinu + = .
X+2 X+3 X+2\Vx+3

. Rijesiti jednaginu ~ log,(9-2%)=3—x.

. Rijesiti sistem
277 =243.379

4.4 =167

.. . 1+sin2«a
. Dokazati identitet ——  =+/2cos T _al.
sina +cosa 4

. Rijesiti jednacinu 3+5sin2X =cos4x.

C o 1
. Dokazatidaje 2t2 =b*+c’ —Eaz,
gdje su a,b,c stranice trougla ABC, a t, tezi$nica iz vrha A.
. Osnovice jednakokrakog trapeza razlikuju se za 10, krak je aritmeticka

sredina osnovica, a visina 2/3 duZe osnovice. Naéi povr$inu trapeza.

10. Prava y =kx sijece kruznicu (X—l)2 +y?> =1 utatkama Ai B. Odrediti

koordinate tacaka A i B iizraCunati kK ako je AB=42.
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Zadaci sa kvalifikacionih ispita 2001-2008.

Rjesenja:
1. Vrijedi
a’-b® a'+b’®  a’-b’ al+b’
asp_ @ o p. @  (a+b)-ab (a-b) +ab
a+b a-b a+b a-b
_(a—bﬂaz+ab+b2Xa+b)_(a+bﬂa2—ab+b2Xa—b)_
a®+ab+b? a’—ab+b’

=a’ —bz—(az—b2)=0, uzuslov a=#=+b.

2. Za Xe [— 00,— %) data nejednacina je ekvivalentna nejednacini
—2X—5>-X+2,tj. nejednacini X < -7, paje u ovom slucaju rjesenje
X e (— oo,—7).
Za Xe {— % , oo) data nejednacina je ekvivalentna nejednacini

2X+5>-X+2, tj. negjednacini X >-1, pa u ovom slucaju rjesenje
X e (— 1,+oo).

Dakle, rjeSenje nejednagine je X € (—o0,~7) U (~1,0).

3. 1z uslova X=> ZOAX_420/\X+2
X+2 X+3 X+3

definisana za X e (— oo,—3)u [5, oo). Uz uslov X+2>0, nakon
kvadriranja 1 sredivanja dobijamo ekvivalentnu jednacinu

(x=5)x—4) —x>+2x+36

(x+2)x+3)  (x+2)x+3) "

Posto je (x+2)(x+3)>0 mora biti i —x*+2x+36>0, odakle

>(0 dobijamo da je jednacina

dobijamo (uz gornja ogranienja ) da Xxe [5,1 +/37 ] Kvadriranjem i

sredivanjem dobijamo kvadratnu jednadinu x> —2Xx-24 =0, ¢&ija su
rjeSenja X, =6 1 X, =-4. RjeSenje X =6 pripada definicionom
podrucju jednacine i to je jedino rjeSenje jednacine.

25



Zadaci sa kvalifikacionih ispita 2001-2008.

4. 1z uslova 9-2">0 dobijamo da je za x<log,9 data jednaCina
ekvivalentna jedna¢ini 9-2*=2*. Smjenom 2*=t, t>0
dobijamo kvadratnu jednacinu t*> —9t+8 =0, ¢ija su rjeSenja t, =1 i
t, =8. Odavde dobijamo 2* =1, odnosno 2 =8, pa su rjeSenja
jednacine X e {0,3}.

5. Vrijedi
277 =243.37 33x+D) — 354yl oxX+4y=1
R - .
4.4y—x — 116—2y+l 41+y—>< — 4_2y+1 — X+ 3y =0
RjeSenje sistema je (X y)— 31
IS 220 22)
6. Vrijedi

. . . . 2
1+sin20. _ sin® a.+2sinocosa +cos’ o (smoc+cos0t)

sino + cosa sino + cosa sino + cosa

. . L . T T
=SsIno+cosa =Ssmao +SIH(E—OL] = 2SlnzCOS(Z—OL] =

=A/2 cos(E - ocj,
4

. . Vs
uz uslov sma+cosa¢0,tj.a¢—z+k7z, keZ.

7. Data jednacina je ekvivalentna jednacini 3+ 5sin2X =cos’ 2X—sin’ 2X,
tj. jednadini 2sin® 2Xx+5sin2X+2=0.
Smjenom sin2x=t, te [— 1,1] dobijamo kvadratnu jednacinu
2t +5t+2=0, ¢ijasurjelenja t, =—21i t, = —% .
Zbog ogranicenjaza t (X — sin 2X je ogranicena funkcija) uzimamo
. . : : 1. Dy
samo rjeSenje t,. JednaCina sin2Xx= = 1ma rjesenja

Xy =—£+k7z, X, =7—”+n7z, k,neZ.
12 12
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Zadaci sa kvalifikacionih ispita 2001-2008.

8. Iz trougla ADC imamo

2 2
bzzta2+(%j —2-%-tac05(p, i (1) bzztaz-i-aT—a-taCOS(p.

Analogno iz trougla ABD dobijamo
a)’ _ a a’
¢’ =t,’ 7{—) -2-—-1, cos(;z—(p), tj. (2) ¢’ =t +—+a-t,coso.
2 2 4
Sabiranjem (1) i (2) dobijamo 2t} =b* +c* —%az.

C

al2

b al2

9.1z a-b=10AcC= a%b dobijamo c=a-5. Primjenjujuc¢i Pitagorinu

2
teoremu na trougao AED dobijamo (a-—5)* =52 +@a] , odakle je

a=18.
D C

A E B
Daljeje b=8, h=12, paje P=156.
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Zadaci sa kvalifikacionih ispita 2001-2008.

10. Odredimo koordinate presjecnih tacaka prave i kruznice. 1z jednacine

2 .. 2
(x—1)’ +k>x*> =1 dobijamo X, =0, X, = R
AY y=kx
I 5
1 2
Odavde je A(0,0) 1 B(L,Aj Iz uslova HB=\/§ dobijamo
1+k? "1+k?

4 N 4k*
(1+k2)2 (1+k2)2
Dakle, prave y=X 1 y=-X odsjecaju na kruznici (X—l)2 +y’ =1
tetivu duzine /2 .

=2, paje k> =1,tj. k==1.
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Zadaci sa kvalifikacionih ispita 2001-2008.

KVALIFIKACIONI ISPIT IZ MATEMATIKE
06.09.2004.

1. Uprostiti izraz Xy (l + lj Y (1 - l} .
X+y\Xx y X=y\X Yy
2. Rijesiti nejednacinu 2x+3[<—x+5.

3. Odrediti za koje vrijednosti realnog parametra m jednacina
8(x* —1)=(m—2)x—m

ima jednake korijene.
4. Rijesiti jednadinu A4 4 =t ot
5. Rijesiti sistem
4loex 4 3l =19
4210gX _3210gy — 247 )

6. Rijesiti jednacinu 4sin’ XcosX—3cosX =0.

7. Stranica romba je a =5, a zbir dijagonala d, +d, =14. Odrediti povrsinu
romba.

8. Naci uglove trougla ¢ije su stranice date jedna¢inama a’ +b’ =36,
a’-b*=18, b:c=1:2.

9. Visina i tezi$na linija povucene iz tjemena C trougla ABC dijele ugao
kod tjemena C na tri jednaka dijela. Odrediti uglove trougla ABC .

10. Na¢i jednacinu prave koja sadrzi tacku M(3,1) i ¢iji je odsjecak na X
osi dva puta veéi negona Yy osi.
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Zadaci sa kvalifikacionih ispita 2001-2008.
Rjesenja:

1. Vrijedi
Xy [l+lj— Xy (l_lj: XY Yy+X Xy y-Xx _
x+ylx y) x—ylx y) x+y xy x-y xy
—1-(-1)=2
akoje x=#0, y=0, x==ty.

2.7a xXe [— 00,— %} data nejednacina je ekvivalentna sa —2X—-3<-X+5,
. . . 3
tj.sa X > -8 pajeuovom slucaju rjeSenje X € [— 8,—§j .
Za X e {—%, ooj data nejednacina je ekvivalentna sa 2X+3<-X+5,

tj.sa X< %, pa uovom slucaju rjeSenje X € [—5,§} .

Dakle, rjeSenje nejednacine je X € {— 8,%} .

3. Da bi jedna¢ina 8x° — (m - 2)X +m-8=0 imala jednake korijene mora
biti ispunjen uslov D=0, tj. (m—2)’ ~32(m-8)=0. Odavde dobijamo
kvadratnu jedna¢inu m’—-36m+260=0, &ija su rjeSenja m, =10 i
m, =26.

4. Data jednacina je ekvivalentna sa
(4142 +4)=7 (7> -1)
odakle dobijamo

(ij _48_4
7 84 7’

paje Xx—1=1,t. x=2.



Zadaci sa kvalifikacionih ispita 2001-2008.

. Ako uvedemo smjenu 4" =u, 3 =y, uzuslov x>0,y>0,
dobijamo sistem
1 u+v=19
(2)  uP-v:=247.

Iz (2) imamo (u —v)(u +V) =247, pa koriste¢i (1) dobijamo u—-v=13.
Dakle
u+v=19
u-v=13
odakle lako dobijamo daje u=16, v=3.
Vracdajuéi se na smjenu dolazimo do
4°¢* =16, 3" =3 . logx=2, logy=1.

Rjesenje sistema je (x,y)=(100,10).

. Data jednacina je ekvivalentna jednacini cosx(4sin® x—3) =0, odakle

V3

dobijamo cosx=0vsinX= 17.

.y .. v VA
Rjesenja jednacine su  x, =2kz, X, = i§+n7r, k,neZ.

dd,

. Za povr$inu romba koristimo formulu P = 5

2 2
Posto je a’ =(%j +(d72j dobijamo 4a’=(d, +d,)* -2d,d,.
Uvrstavaju¢i d, +d, i a dobijamo d,d, =48,tj. P =24.

C

0212
D /[ 92 B
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Zadaci sa kvalifikacionih ispita 2001-2008.

8. Za stranice trugla vrijedi
1) a*+b*=36
(2) a’-b’=18
(3) b:c=1:2.
Sabiranjem (1) i (2) dobijamo 2a’ =54, tj. a=3+/3. Sada se lako

dobija b=3, a zatim iz (3) C¢=6. Primjenom kosinusne teoreme
dobijamo

b?+c?—-a’

. V4
cosq=——————, paje a=—.
2bc pa 3

Analogno dibijamo ,B=% 1 )(=%.

9. Uo¢imo da je trougao DBC jednakokraki. (Visina h, je ujedno i

simetrala ugla.) Odavde je DE=EB 1 posto je DB=§, dobijamo

DE-EB=S.
4

A

c/2 D

Prema tome AE :%TC. Iz trougla EBC imamo tge = ﬁ, a iz trougla

C

AEC je tg2g0=jTC. Stavljajuéi %:x i primjenjujuéi formulu za

2tg(/2) , dobijamo 3x= Az , odakle

1-tg°p 1-x

tangens dvostrukog ugla tg2¢ =

je x=—=". Dakle, tg(p:L,paje g0=%. Prema tome, ugao ;(=%.

1
3 N
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Zadaci sa kvalifikacionih ispita 2001-2008.

Posto je trougao DBC jednakokraki i ugao u C jednak 2¢, tj. %,

zakljuCujemo da je taj trougao jednakostrani¢ni, pa je ugao S = %

10. Posto je odsjecak na X osi dva puta ve¢i nego na Yy 0si, moZzemo
zapisati jednacinu prave u segmentnom obliku

. Y

2m m
y NP . 3 1 . 5
Posto prava sadrzi tatku M, dobijamo —+—=1 paje m=—.
2m m 2

Jednadina prave je  X+2y-5=0.



Zadaci sa kvalifikacionih ispita 2001-2008.

KVALIFIKACIONI ISPIT IZ MATEMATIKE
01.07.2005.

. Pokazati da je

J1i+a l1-a 1 1
N N + - ———=-1]=1 0O<a<l.
+a-+Jl-a 1-a’-1+ajla Va

. Odrediti koeficijente kvadratne jedna¢ine X* + px+q=0 tako da njeni
korijenibudu p1iq.

1 < 2X+1 N 3X+2

. Rijesiti nejednacinu <— 5 .
X—=3 X" =3X+2 X —4x+3

. Rijesiti jednainu 9" —4* =3(3 —6").

1
1 12 2
. Rijesiti jednacinu log [1+—j =(—j + log [l——j .
T Ix-1) (4 T x+2

v uel. .. 1+sin X
. Rijesiti jednacinu  cosx = S
.. ) coS 2X 1 .
. Dokazati identitet ——————=— sin? 2x.
ctg’x—tg>x

. IzraCunati stranice 1 uglove trougla ako je stranica a jednaka
polupre¢niku, a stranica b preéniku opisane kruznice i visina h,
jednaka 3.

e . e V4 . . .. o
. U romb ¢ija je stranica a i oStri ugao 3 upisana je kruznica. Odrediti
povrsinu pravougaonika ¢iji vrhovi leZze u tackama dodira kruznice sa

stranicama romba.

10. Odrediti jednacinu sjecice konstruisane iz tatke A(15,-5) na kruznicu
x> +y? =50 tako da duzina odgovarajuée tetive iznosi 10.
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Zadaci sa kvalifikacionih ispita 2001-2008.
Rjesenja:
1. Vrijedi

(i L-IJ=

Vita-+1-a 1-a>-1+a)la Va’

Jita 1
“(Vita—+i-a Jl a- J1+a (l-a) a

Ji+a (i-a)y’
" Vixa-+1-a Jl a&Jl+a J1- a

_JT:5+JTTE}—
“Vita-+l1-a a
_(Vvasyiza) 1-

2a a

2(1+ﬁ).1— 1-a* _1-(1-a’)

2a a a’

1-

=1, O<axl.

2. 1z Vietovih formula dobijamo p+d=-pA pg=4. Iz druge jednacine
dobijamo q=0v p=1. Za (=0 dobijamo p=0, dok za p=1
dobijamo q=-2.

3.1z uslova X—-3#0AX*=3X+2#0AX>—4x+3#0 dobijamo da je
nejednacina definisane za XeR\ {1,2,3}. Data nejednacina je
ekvivalentna sa

(2x+1)(x=3)+ (3x+2)(x=2)—(x-1)(x-2) >0,

(x=1)x=2)x-3)

2
odakle sredivanjem dobijamo 4x° = 6x =9 >0.

(x=1)x-2)x-3)

RjeSenje ove nejednacine je X € F _j\/g ,1} v, [2, 3 +j\/§} v, (3,+oo).




Zadaci sa kvalifikacionih ispita 2001-2008.
4. Nakon dijeljenja sa 6* dobijamo jednacinu
31 _[2) 243 -3,
2 3 2
. 3\ o : 1
Nakon smjene 5 =1, t >0 data jednacina postaje 2t +¥—3 =0,
tj. 2t* =3t+1=0. RjeSenja ove jednaline su t, :%, t, =1, odakle

dobijamo rjeSenja polazne jednacine X =log, 1 i x=0.
2

1 2
5. Tzuslova /X —1#0AX>0A1+ >0Al———= >0 dobijamo da
Jx-1 Jx+2 !

je jednacina definisana za X >1. Imamo

i K

X
lo —lo
S 1 o

Jx
Jx -1
Jx
\/;+2

. 2 . . o
paje =4. RjeSenje jednacine je X =4.
Vx—1

=2

=2 < log,

6. Posto je 1+sinx>0 za svaki realan broj, uz uslov cosx>0, nakon

kvadriranja dobijamo jedna¢inu 2cos> X =1+sinX, odnosno jednac¢inu
2sin’® X+sinx—1=0.

Stavljajuci sinx=t, te [— 1,1] dobijamo kvadratnu jednacinu

2t° +t—1=0, ¢ijasurjeSenja t, =—1, t, =

N | =

. .. T . 1
Za sinXx=-1 dobijamo Xk:—5+2k7z, a za sinXx=—, uz uslov

. T
cosX >0, dobijamo x, =—+2nn, k,neZ.



Zadaci sa kvalifikacionih ispita 2001-2008.

7. Vrijedi

cos2X _ cos’x—sin’X _ sin’ Xcos’ X(cos2 X —sin? X)
ctg’x—tg°x cos’ X sin’ X

cos* x —sin* x

sin> X cos’ X
sin® X cos’ X(coszx—sin2 X) . 5 1.,
= > — > —/—y=s8In" Xcos” X = —sin” 2X,
(cos X —sin XXcos X + sin X) 4

uz uslov sinX#0AcosX#0ACOSX#EsinX.

8. Iz sinusne teoreme imamo

= _-2R, tjsinf=1, paje f=2=. Takode
sin 2

je =2R,paje sina=l, a=%. Odavde dobijamo da je ;(=7[

sina

A C B

. : h :
Iz pravouglog trougla ADC dobijamo sina =—, pa je b=6. Sada lako
dobijamo daje a=31i c=33.

9. PovrSina pravougaonika je P =4xy. Trougao DBC je jednakostrani¢ni

pa je DB=a 1 OC :_a23 . Trougao OPC je pravougli pa je
g = sinz , odakle dobijamo OP = a\/§
oC 6
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Zadaci sa kvalifikacionih ispita 2001-2008.

¢ Posto je X visina pravouglog trougla
A OPC, vrijedi
e () x*=OE-EC=y-EC.
Iz pravouglog trougla EPC je i—t z
Q E| x P p glog troug J EC 9 6’
y\\ pa je EC=+3x. Uvrstavajuéi u (1)
D o B dobijamo x=yy3. Sada primjenom
N Pitagorine teoreme na trougao OPE
M 2
dobijamo x*+y* =OP?, 4. 4y2:3116.
Dobijamo y:%, X:3§a.

2
A PovrSinaje P= 3a16\/§ .

10. Sjecice na kruznicu su tangente na koncentricnu kruznicu, polupre¢nika
2

10 . . I ..

50—(;) , tj. na kruznicu x>+y’=25. Iz uslova da sjecica sadrzi

tacku A(15,-5) 1 uslova dodira prave i1 kruznice dobijamo sistem
—5=15k +n 250> +1)=n?,

odakle dobijamo jednac¢inu 8k> +6k =0, &ija su rjesenja 0 i —%.

Jednacine sjeCicasu y+5=0 1 3x+4y—-25=0.

o

A(15,-5)



Zadaci sa kvalifikacionih ispita 2001-2008.

KVALIFIKACIONI ISPIT IZ MATEMATIKE
05.09.2005.

. Uprostiti izraz
a’ a’ (. a @
a+b a*+2ab+b’ ) {a+b a*-b*)

g .. x—1
. Rijesiti nejedna¢inu = ——<2 .
X+1

. Odrediti za koje vrijednosti realnog parametra m jednacina
8x* —(M-2)x+m-8=0

ima pozitivne korijene.

. Rijesiti jednaginu ~ 3” —4-3*+3=0.

. Rijesiti jednacinu  log10+ %10g(271 +395x )= 2.

. Odrediti x€(0,27) tako da vrijedi —sinX = %Ctgx .

sin X

. U jednakokrakom trapezu sa paralelnim stranicama a i b dijagonale se
sijeku pod pravim uglom. Odrediti duZinu kraka.

. Nac¢i uglove trougla ¢ije su stranice date jednac¢inama
b*+c* =36, b*-c*=18, c:a=1:2.

. Visina i teziSna linija povucene iz tjemena C trougla ABC dijele ugao
kod tjemena C na tri jednaka dijela. Odrediti uglove trougla ABC .

10. Na¢i jednacinu prave koja sadrzi tacku M(1,3) 1 ¢iji je odsjecak na y

osi dva puta veci nego na X osi.



Zadaci sa kvalifikacionih ispita 2001-2008.
Rjesenja:
1. Vrijedi
a’ a’ [ a a’ )
a+b a’+2ab+b*) la+b a’-b?

[aib_(afb)zj:{aib_(a—ba;(za+b)J:

a’(a+b)-a’ al@a-b)-a> a’b (a+b)a-b)

(a+b) "(a+b)a-b) (a+b) —ab
=_a(a—b), uzuslove a#+bh, a=#0, b=0.
a+b
2 viijedi Xl o Xloco o X<,
X+1 X+1 x+1

odakle dobijamo X & (—o0,-3]U (= 1,40).

3. Da bi jedna¢ina imala pozitivne korijene, mora biti diskriminanta
nenegativna i zbir 1 proizvod korijena pozitivni. Dakle,
D>0AX +X,>0AXX,>0.

Koriste¢i Vietove formule dobijamo sistem nejednacina

(m—2f —32(m—-8)20A "2 50, M8 .

Iz prve nejednaine je m? —36m+260>0, tj. me(—o0,10]U[26,+x),
dok iz druge i trece nejednadine dobijamo m e (8,+w). Prema tome,
korijeni jednacine ¢e biti pozitivni za m (8,1 O].

4. Uvode¢i smjenu 3" =t, t >0 dobijamo kvadratnu jednadinu
t> —4t+3=0, &ija su rjeSenja t, =1,t, =3. Odavde dobijamo rjeSenja

polazne jednacine x=01 x=1.

5. Jednacina je definisanaza x>0 (jer je 27143V > 0). Imamo

log10 + %10g(271 +3%)22 & log271 43 )= 3 &

& 271+ 3% 21000 & 37 =3° & J5x = 6, 4. X:§,
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Zadaci sa kvalifikacionih ispita 2001-2008.

6. Nakon mnoZenja sa sinX (sinX#0) 1 sredivanja dobijamo jednacinu
2co0s’ X—5cosXx+2=0, koja se smjenom cosX=t, te [— 1,1], svodi na

kvadratnu jednadinu 2t>—5t+2=0. RjeSenja ove jednadine su

t, =21, :%. Zbog uslova te[— 1,1], odbacujemo rjeSenje t,, pa

trazimo rjeSenja jednacine cosX:E koja pripadaju intervalu (0,272').

Dobijamo X € E,S—” .
3°3

7. Posto je trougao ABO jednakokrako pravougli, ugao OAB je % pa je

X= % . Analogno dobijamo da je y = b . Iz pravouglog trougla AOD

NG

imamo C°=X"+Y", paje C= .

2

A

8. Vidjeti zadatak 8. od 06.09.2004.
9. Vidjeti zadatak 9. od 06.09.2004.

10. Kao 1 u zadatku 10. od 06.09.2004. imamo

odakle dobijamo m= % , pajejednacina prave 2X+Yy—-5=0.
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Zadaci sa kvalifikacionih ispita 2001-2008.

KVALIFIKACIONI ISPIT IZ MATEMATIKE
04.07.2006.

. Uprostiti izraz

(_ I 1 j'az_b2+L
a+b a’-b® a’+ab+b? 2a’ 2a

-

. Rijesiti nejednacinu <5-X.

[a—y

X j—
. Odrediti za koje vrijednosti realnog parametra kK nejednakost

x> —2(4k —1)x+15k* =2k =7 >0

vrijedi za svako realno X.

1-x
V2x2-5x-3 _ (lj 2
9 .

. Rijesiti jednacinu 3
. Rijesiti jednaginu  log, X + log,; X = log, , /3.
. Rijesiti sistem jednacina

3%2Y -24=0

logzooe(y —X- 1) =0.

. Rijesiti jednacinu  3sin2X — cos4x — 1 = 0.

. DuZine stranica trougla su a=p*+p+l, b=p®+2p, c=2p+l. Izradunati

srednji po veliCini ugao tog trougla.

. U jednakostrani¢ni trougao stranice 2cm upisana su 3 jednaka kruga, koji
se dodiruju. Svaki od njih dodiruje dvije stranice datog trougla. Odrediti

povrsinu krivolinijskog trougla odredenog ovim krugovima.

10. Napisati jedna¢inu kruznice najmanjeg poluprecnika koju kruznica

x>+ y* - 2x - 12y + 29 = 0 dodiruje iznutra, i koja dodiruje pravu

X-y-3=0.
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Zadaci sa kvalifikacionih ispita 2001-2008.

KVALIFIKACIONI ISPIT IZ MATEMATIKE
31.08.2006.

. Uprostiti izraz
1

[ + ! j: 1+ X—+1 ,X>1.
Ix +0x+1 Jx=+/x-1 x—1

. Rijesiti nejednacinu

. Za koje vrijednosti realnog parametra k oba korijena kvadratne jednacine
(k—2)x* —2kx+k=3=0

su pozitivna?
. Rijesiti nejednacinu 25" —124-5* >125.
. Rijesiti jednacinu  log, X+ log, X =log, /3.

3

. Rijesiti sistem jednacina

\/z+\/2:§ A X+Yy=35.
y X 2

. Dokazati identitet cos® & +2sin” @ +sin’ a -tg’a =

cos’ &

. U krugu su date tetive AB=4cm 1 AC =7cm. One grade ugao od 60°.
Izracunati poluprecnik kruznice.

. U jednakokraki pravougli trougao upisan je kvadrat tako da mu dva
tjemena pripadaju hipotenuzi, a po jedno katetama. Odrediti duZinu
stranice kvadrata ako je duZina katete 8cm .

10. Napisati jednacinu kruznice koja je koncentriéna sa kruznicom

X +y? +6X+2y+5=0 isadrzi tatku M(1,~4).
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Zadaci sa kvalifikacionih ispita 2001-2008.

KVALIFIKACIONI ISPIT IZ MATEMATIKE
21.09.2006.

. Uprostiti izraz

(_ I 1 j'az_b:L
a-b a'+b’ a’-ab+b>) 2a° 2a’
. Rijesiti nejednaginu [3x+5/<21-x.

. Za koje vrijednosti realnog parametra k oba korijena kvadratne jednacine
(k—2)x* —2kx+k—-3=0
su negativna?
%7

. Rijesiti jedna¢inu  3¥ :Gj 2

. Rijesiti jednacinu  log, (9—2X):3—X.
. Rijesiti sistem jednacina
\/XJF\/EZQ A X+y=10.
y X 3
. Riyjesiti jednac¢inu  3sin2X—cos4x—1=0.

. Duzine stranica trougla su a=p*+p+1, b=p°+2p, c=2p+1.
IzraCunati srednji po veli¢ini ugao tog trougla.

. U jednakostranicni trougao stranice 5cm pisana su 3 jednaka kruga, koji
se dodiruju. Svaki od njih dodiruje dvije stranice datog trougla. Odrediti
povrsinu krivolinijskog trougla odredenog ovim krugovima.

10. Napisati jednacinu kruznice koja je koncentriéna sa kruznicom

X* +y” +8x—2y—8=0 isadrzi tatku M(1,—4).
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Zadaci sa kvalifikacionih ispita 2001-2008.

KVALIFIKACIONI ISPIT IZ MATEMATIKE
10.07.2007.

1. Uprostiti izraz

a’-b’>  a’+b’
a+b—j¥f —b+5@—
a+ a-b

2. Rijesiti nejednatinu  [2x—1/23x-2.

3. Odrediti za koje vrijednosti realnog parametra m su rjesenja jednacine
(M—1)x* +mx+2=0

negativna.

4. Rijesiti sistem jednacina
3"+57 =14
9% +25Y =106.

5. Rijesiti jednaginu  log, X +2log,s(x—1)-log;2=0.
6. Rijesiti sistem jednacina

logz(x2 + yz): 5
log, x+2log, y =4.

7. Dokazati identitet cos4a +4cos2a +3=8cos’ «.

8. Rijesiti jednacinu  1—sin X+ cos X —sin2X+cos2X =0.

9. U trouglu ABC je b= V6, c=3+31ia :g. IzraCunati stranicu a i
ugao f.

10. Krajnje tacke duzi su (-1,4), (1,0). 1z koje se tacke na simetrali ove duzi
data duz vidi pod pravim uglom?
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Zadaci sa kvalifikacionih ispita 2001-2008.

KVALIFIKACIONI ISPIT IZ MATEMATIKE
30.08.2007.

. Uprostiti izraz
1 l1-a 1-2a da+2 1
4a+2 8a’+1 4a’-2a+1) 2a-1 4a’-4a+1’

. Rijesiti nejednaginu X —1/+[3+ X =3x-2.

. Odrediti za koje vrijednosti realnog parametra m su rjeSenja jednacine
(2m-1)x* +2mx+2=0

realna.
ee e e e v X 2 X
. Rijesiti jednacinu (11 =11 =11*+99.
. Rijesiti sistem jednacina
3%.2Y =576
logz(y - X) =2.

N L. 2
. Rijesiti jednac¢inu  log, X-log, X-log,, X-logg, X = 3’
. Dokazati identitet  ctg’a —cos” @ =cos” a-Ctg’cxr .
e L IR |
. Rijesiti nejednacinu  sin” X < 5

. U krugu su date tetive AB =4cm i AC =7cm. One grade ugao od 60°.
IzraCunati poluprecnik kruznice.

10. Napisati jednacinu kruznice koja je koncentricna sa kruznicom

x> +y* +10x—4y+5=0 i sadrzi tatku M(2,~4).
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Zadaci sa kvalifikacionih ispita 2001-2008.

KVALIFIKACIONI ISPIT IZ MATEMATIKE

07.07.2008.
. Nadi z ako je
(r.2+r:.—('j‘ a—-2 rt+3+r:-—3
@+3a+9 10a*—270 ~ \a—-3 a+3

. Neka su ;1 s rjeSenja jednacine

2ka’ — (dk+ 1Dz +1=0.

Odrediti realan broj k tako da je 2% + 22 = 3.

. Rijesiti nejednacinu

2

2 —3r—4
?+r+1

. Rijesiti jedna¢inu

\/.;:+55—4\/m+ \/.}.‘+8—(5\/:1.'Tl=(].

. Rijesiti jednaéinu

1
logx — log o log 20 = 0.

. Rijesiti sistem jednacina

log(z +y) +2log2 =1+ log(z — y)

logz —log3 =log7 —logy.

. Ako je tgg = m, izracunati

1 4 sina

. Rijesiti jednaéinu

1+ sinx + cosz + sin 2x + cos 2x = 0.

Krajnje tacke duzi su (—4,1),(0,—=1). Iz koje se tacke na simetrali ove duzi data duz vidi

pod pravim uglom?

47
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. Utrouglt ABCjeb=v6,c=3+V3ia= T+ Izracunati stranicu a i ugao j.
10.



Zadaci sa kvalifikacionih ispita 2001-2008.
Rjesenja:
. Hahu x ako je

a+a-6  a-2 a+3+a—3_2‘
a* +3a+9 104’ -270 a-3 a+3

Pjememe

Pujemnmo npBo KBajpatHy jeHaunHy a’ +a—6=0. JloGujamo ja cy mweHa
pjemewa @, =2 u a, =—3 na ce oarosapajyhu noauHom a’ +a—6 Moxe 3anucaru
Kao a’ +a—6=(a—-2)(a+3)
Youasajyhu pasnuky Kybosa 1ajbe umamo
10a* —270=10(a’ —27)=10(a" ~3*) =10(a—3)(a* +3a+9)
Capna je
(a=2)(a+3)

L= “133*‘59 =10(a-3)(a* +3a+9)

10(a—3)(a’ +3a+9)
Ca siecHe cTpaHe UMaMo
(a+3) +(a-3)" -2(a=3)(a+3) (a+3) -2(a-3)(a+3)+(a-3)"

(a=3)(a+3) (a-3)(a+3)
((a+3)-(a=3)) (a+3-a+3)] ¢ 36

(a=3)(a+3)  (a-3)(a+3) (a=3)(a+3) (a-3)(a+3)
AKo noGujeHe pesynrate yBpCTMMO Y MPONOPLK]jY, MMaMo

10(a-3)(a+3) = ———
(a=3)(a+3)

Opasge je

|0(a—3)(a+3)=w

36
W Ha Kpajy nobujamo

x=360

2. Hekacy x, u x, pjewuera jeanaunte 2kx’ —(4k+1)x+1=0. Oapeanru peanan

6poj k Tako 1aje x; +x; =3.
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Zadaci sa kvalifikacionih ispita 2001-2008.

Pjememe

I1pBo, noacjerumo ce opmMyne 3a KBaapar 30upa (a+b]2 =a’ +2ab+b’
AKO NPHMHUjeHUMO TY (OpMYITY Ha pjeliera X, U X, UMaMo

(%, +x,)" = x2+2x,x, +x2

Omasze je x7 +x2 =(x, +x,)’ —2xx,

[Toacjerumo ce cana Bujerorux dopmyna

—b ¢
X +x,=— H XX,=—
a
AKO yBPCTHMO BpPHjEIHOCTH KoepuLHjeHaTa U3 Halle jelHauuHe HMamo
4k +1 1
X X, =— XX, =—
2k 2k
YBpeTUMO 100HjeHO ¥ YCIIOB 3aaTKa
16k% + 4k +1
3=
4k
1, 2 2 4k+1Y I 16k>+8k+1 1 16k™+8k+1-4k
3=x,+x2=(x,+x2] —2xx, = Te = > = 3
2k 2k 4k° k 4k°

12k° =16k* + 4k +1

Ha opaj HauuH J101a3UMO /10 KBAZpaTHE je/IHauYnHe
4k’ +4k+1=0

. -1 .
HbeHo pjewese k = ) j€ M KOHa4yHO pjelerhe 3a1aTKa.

IIpoejepa pjemema

AKO YBPCTHMO BpHjeIHOCT k :_?l jennauunna nocraje —x’ +x+1=0. thena pjeuea cy

1+5 -5 , o [1445) (1-45
X = U X, = . 3a IUX OUMIJIEAHO BAXKH X, + X, = 5 + =3

: 2 : 2

x'=3x—4

> <2
x +x+1

3. PujewumTty HejeHAUYNMHY

Pjememe

. 2 . . .
Kako jex + x+1>0 3acBako x TO J€ HEjelHaYHHa €KBHBA/ICHTHA Ca HEJeIHAYHUHOM
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Zadaci sa kvalifikacionih ispita 2001-2008.

|x2—3x—4‘
x+x+1
<=> ‘x2—3x—4|<2(x2+x+])

<=> ‘x3—3x—4|<2x2+2x+2

<=> 2% -2x-2<x’-3x—4<2x’+2x+2
ITpBo hieMo pHjeLINTH IECHY HEjeHAKOCT

X’ =3x—-4<2x" +2x+2
X +5x+6>0
Pjewema oarosapajyhe jegHaunte cy x, ==3 M X, =—2 Ma cy pjeLucta HejeHauuHe

x € (—o0,=3) U (=2, +eo)
Ocrano je ja pujeLinmMo JIjeBy HejeHau uHY

2xP=2x-2<x?-3x—4
3xP—x-2>0

. L 2 . .
Pjewema oarosapajyhe jeqHaunse ¢y x, =1 u x, = -3 Ma cy pjeLierba HejeHau He

xe [—m,—%Ju(l,m]

b

KonauHo pjelnerse 3aaatka 0uhe npecjek pjeliersa JHjeBe U JAeCHe HejeHauHHE Tj
x€ (—o0,=3) U(1,+e0)

4. PujewnTH jeqHaunny \/x+3—4v'x—] +\/x+8—6v"x—l =0
Pjememe

[Towrto je oo 30up ABa HeHeraTHBHA cabupKa To jaa 6u 30up OGHo jeaHaK HYIH MOpajy
obajea OMTH jeJIHaKH HYJIH Tj Mopa OMTH

Xx4+3-4vx-1=0 n Yyx+8-6Jx—-1=0
KopwujeH je jenHak HYJIM camo aKo je nojaKopjeHa (pyHKLMja jeiHaKa HyJIK ra Mopa OHTH

Xx+3-4Jx—1=0u x+8-6Jx—-1=0

Pujewumo npBy jeaHa4yuHy

1= x+3
4




Zadaci sa kvalifikacionih ispita 2001-2008.

(x-&—_"a]2 X' +6x+9
x—1= =

4 16
16x+16=x"+6x+9
X2 =10x+25=0

Opagje 100K1jaMo pjeliierse npBe jeiHauuHe X = 5

Pujelumo apyry jeaHaumHy

- _x+8

6
x_l_(x+8]2 x> +16x+64
6 36

36x—36=x"+16x+64
x> =20x+100=0
Opnagne nodujamo pjeluere apyre jeqHaunte x =10

Kako jBuje jeiHaunHe Hemajy 3aje/IHMUKHX pjeliersa To nouetHu 3agarak HEMA
pjelea.

. . 1
5. Pujewnty jeaHauuny logx—log—l—log20=0
x—

Pjememse
Kopuctehu cBojcTBO Norapuramcke GpyHkuMje aa je logx+log y=logxyu

X
log x—log y =log— umamo

X
1

x—1
log[ x(x—1)]-log20=0
x(x—1)
log———==0
8 20
Hyna norapuramcke (ytkiuje je 3a Bpujesnoct x =1 na umMamo

x(x=1)

log —log20=0

20
ojlaKie 1001jaMo KBaJpaTHy jeHaYHHY
X' =x=20=0

thena pjewiersa x, =5 U x; =—4 cy U KOHa4Ha pjeLlerba 3a/1aTka
Ilpoejepa pjemema
logS—Iog%—logm = Iog%— log20 =1log20—-1log20=0

4
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Zadaci sa kvalifikacionih ispita 2001-2008.

log(—4)- Iog%— log 20 = log_—4— log20=1log20—1log20=0
-5
) ) log(x+y)+2log2=1+log(x—y)
6. Pujeliutyn cucteM jeHauMHa
logx—log3=1log7—-logy

Pjememe

log(x+y)+log2’ —log(x—y)=1

logx+logé—]0g?+]0gy=0
L 3

l0g4(.vc+y):] 4(x+y):]0
xX=y xX=y
‘ xly xly
log 3 —¢ 3o
7 7

4x+4y=10x-10y 6x—14y=0 3x=T7y=0
xy =21 xy =21 xy =21

. . 7
M3 npee jenaurne 100MjaMo x =—y ITO YBPCTUMO y JPYry Na MMamo
]

72
=y’ =21
37

¥ =9

y=3

Hanomena OBzije HUCMO y3enu y 003up pjelierse y =—3 jep Jnorapuramcka qyHKuuja
Huje neduHucaHa 3a HeraTHBHe Opojese.

. 7 . .
AKO ce BpaTUMO Y jJeJiHauMHy x =—y 100KjamMo pjeiuere x =7
2
Jlaksie, KOHauHO pjeluetbe 3aartka je ypehenn nap 6pojesa (x,y)=(7,3)
IIpoBjepa pjememna
logl0+2log2=1+log4

log7—log3=1log7—log3

l—sinli
2

7. Ako je Q;'i =m u3pauyHaTH ——F—=
2 I +sinx



Zadaci sa kvalifikacionih ispita 2001-2008.

Pjememe
Lo X L2 X .. X X . .X x
I—sin’ = l—sin’Z sin® = +cos’ = —sin* = :cos’ =
2 _ 2 _ 2 2 "3 2
1 . X X .2 X X .X X X
Tsinx 1 oginXeos®  sin? X4cos? X—2sinFcosE  cos?E
2 2 2 2 2
_ 1 _ | _ 1
L, X X . X X ,X X m?
sin?>  cos’>  2sin=cos~ gt +1+2g= M +1+2m
2 2 2 2 2
+ +
2 X 2 X 2 X
cos’ = cos’ = cos” —
2 2 2

8. Pwujewntu jennaunny 1+sinx+cosx+sin2x+cos2x=0

Pjemense

HUckopuctuhemo cnepehe TpuroHoMeTpHjcke HejeIHAKOCTH
sin® x+cos’ x =1

sin2x =2sinxcosx

cos2x =cos’ x—sin’ x

(sin1 x+cos’ x)+sin.vc+ccrsx+25inxcc~sx+cos1 x—sinx=0

2cos’ x+sinx+cosx+2sinxcosx =0
2cosx(cosx+sinx)+sinx+cosx =0

(cosx+sinx)(2cosx+1)=0

cosx+sinx=0 wmm 2cosx+1=0

cosx+sinx=0 WM cosx=—

W3 npee jennaunte nobujamo x, :?+ km,ke Z aw3 npyre x, = 2%+ 2krm,keZ n

X, =—ZTK+2k;r,kE Z.
2

9. V¥V rpoyrny ABC je b=6,c=3+3 u tx:%. W3pauyHatu cTpaHuLy au

yrao f5.
Pjememe

[To3Hare cy BHje CTPaHHMLE M yrao 3axBahieH bHMa, M1a je 1o KOCMHYCHO] TEOpeMU
a=+b*+c* —2bccosa

a= N6 +(3+5) <248 (3+3)eos”




Zadaci sa kvalifikacionih ispita 2001-2008.

a=J6+(9+6J§+3]—2J6(3+\/§)%
a=2\3

Yrao f 1061jaMo NOHOBHOM NMPHMjEHOM KOCHHYCHE Teopeme

C+at—b 1246V3+12—-6  18+63 3
cosff= = = =—

2ca 2(3+43)243  4B(3+43) 2

Opnaepe je S = %

10.Kpajme Tauke ayxu cy (—4,1)u (0,—1). M3 koje ce Tauke Ha cumeTpanm oBe
JY3KH JIaTa Iy’ BUIH 0] IPABUM YTIIoM?

Pjememe
Hanomena: Obage3Ho HaupTajTe CIuKy!

[1pBo 0apemo LeHTap ayxku umje cy Kpajise Tauke (—4,1) u (0,—1). To he Guru

Tauka [u,y‘-‘-—yz]:(—l{]).
2 2

Jennauunna npase p kpo3 kpo3 tauke (—4,1) u (0,—1)je

Opaszie BUAMMO 1a je HheH KoeduumjenT npasua k, = >

Kako je cumeTpana s HopMajiHa Ha npaBy p To he KoedHUHMjeHT npaBL@a cuMeTpane

outn k, =—=2. Jlakne jenHaunHa cumetpane je y = kx+n=2x+n . Henosuaru
”
OJICjeuaK » pauyHaMo W3 YMILEHHIE JIa CUMETpalla Nposiasu Kpo3 LeHTap AyKH Tj

Kkpo3 Tauky (—2,0)ma je onarne 0=2(-2)+n 1j n=4

Jakuie, jenHaunHa cumerpane je y=2x+4.

IToacjeTumo ce Teopeme Koja Kase Aa je nepu(peprjcKH Yyrao Hajl NPeUHUKOM Mpas.
Koncrpyniumnmo 3atum kpyknuily ca nentpom y (—2,0) nonynpeunnka J5.Ta
Kpy»KHULA oumrieaHo caapyin tauke (—4,1) u (0,~1) u ca cBake Tauke KpyKHHLE

Hala Jiy:K ce BH/IH 1oJ1 npaBuM YIrjioMm.
Jakne, pjeluere HalLEr 3aaTka 3ajaTka Ouhe Tauke y KojuMa ce CHjeKy KpyKHULA 1
CUMeTpasia Tj NpeocTaje HaMm Ja PUjeliiMO CHCTEM jeIHAUMHA
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y=2x+4
(x+2)2 +y' =5

Pjewerse oBor cucrema cy tauke (—-3,-2) u (—1,2)
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KVALIFIKACIONI ISPIT IZ MATEMATIKE
27.08.2008.

. Uprostiti izraz

a?=3a—(a—1)Va2—4+2 [a+2
a?+3a— (a+1)va?—-4+42 a—2
. Odrediti realan parametar a u jednacini

r? —3ar +a* =0,

ako za njene korijene x, i x5 vrijedi 23 + a3 = 18.

3. Rijesiti nejednacinu

o

3x—1)2+6(x—1)—9 <.
2 — 1 =

. Rijesiti jedna¢inu

o

Vi+4—+2zx—-5=+dx —
Ako je

log,s = = logg = = logs(1 — ),

Kol V]

odrediti z.

5. Rijesiti sistem

2log(z +y) = log9
379 =3,

. Dokazati identitet
cosda + 4cos2a + 3 = 8cos? a.

. Rijesiti jednacinu
2sin®z +cosxz — 1 = 0.

. Rijesiti nejednacinu

sinx + \/5(‘-()5 €T < \/§
. Naéi jedna¢inu tangente kruga
2yl +4r+2y+1=0

koja je normalna na pravu 5z — 3y — 5 = 0.
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10.

Zadaci sa kvalifikacionih ispita 2001-2008.

KVALIFIKACIONI ISPIT IZ MATEMATIKE
11.09.2008.

. Izracunati vrijednost izraza

za a = 10001 b = 64.
Odrediti realan parametar a u jednacini

2 —3ax+1—-2a° =0,
ako za njene korijene z; i o vrijedi 2% + 23 = 50.

Rijesiti nejednacinu
(2% — 4x)* > 16.

Rijesiti jednacinu

Vr+3—+V2zx—7=V4zr —0.

Rijesiti nejednaéinu

logg(z —3vVer+1+3) > 1.

Rijesiti sistem
logz +logy =1
2?4 y* = 101.
Nacrtati grafik funkcije
y = —2sin (21‘ = E)
Y . r-3).

Koliko rjesenja ima jednacina
sinx +cos2r—1=10

na segmentu [107, 147].

Rijesiti nejednacinu
sinz + V3cosz < 2.

Naéi jednac¢inu tangente kruga
P+ 44 +2y+1=0

koja je normalna na pravu 3z — by — 5 = (.
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Zadaci sa kvalifikacionih ispita 2001-2008.

KVALIFIKACIONI ISPIT IZ MATEMATIKE
26.09.2008.

. Izracunati vrijednost izraza

zaa=271b=125.
Odrediti realan parametar a u jednacini

22 —6ax+1—8i* =0,
ako za njene korijene z; i o vrijedi 2% + 23 = 50.

Rijesiti nejednacinu
(2% —22)* > 1.

Rijesiti jednacinu

VI +2—+2x—9=+4xr - 13.

Rijesiti nejednaéinu
logg (2% 4 5x) > 1.

Rijesiti sistem
logz +logy =1
2?4 y* = 101.
Nacrtati grafik funkcije

y = —3sin (3:1: - %) .

Koliko rjesenja ima jednacina
sinx +cos2r—1=10

na segmentu [27, 67].

Rijesiti nejednacinu
sinx + \/gcos;t: > 2.

Naéi jednac¢inu tangente kruga
P+ 44 +2y+1=0

koja je normalna na pravu bx — 3y — 1 = 0.
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