BROJNI REDOVI - ZADACI (III DEO)

ALTERNATIVNI REDOVI

Alternativni redovi su redovi sa promenljivim predznacima ¢lanova.

Oblikasu a,—a,+a,—a,+........ = Z (-D""'a

DEF: (a) Red Z(—l)”’lan apsolutno konvergira ako red Z|an| konvergira
n=l1

n=1

(b) Red Z:(—l)”‘1 a, uslovno konvergira ako on konvergira a red z a,

o0
n=1 n=1

divergira

Kriterijumi:

Lajbnicov kriterijum:

Alternativni red Z (-1)""'a, konvergiraakoje a,>a,, zan=123... ( monotono opadajuéi)

n=1

1 lima, =0 ( nulaniz)

n—0

Abelov Kriterijum:

Red Zanbn konvergira ako:

n=1

0
1) Z a, konvergira

n=1

i1) brojevi b, obrazuju monotono ogranic¢en niz

Dirisleov Kriterijum:

Red Zanbn konvergira ako:

n=1

n

1) parcijalne sume S = z a, su ogranic¢ene
k=1

1) b, monotono tezi nuli kad n — o



Teoremica ( Cesto se koristi u zadacima)

Ako je (a,) pozitivan niz takav da je &y =1+£+0(i2) kad » »> o onda red Z(—l)”‘lan :
n

n

n+l n=1

: ) ) ) - apsolutno konvergira ako je p>1
1) konvergira akoje p>01 to . .
- uslovno konvergira ako je 0< p <1

i) divergira ako je p<0

Jos trebamo zapamtitii da :
- Ako je red apsolutno konvergentan onda je i konvergentan.
- Zbir apsolutno konvergentnog reda ne zavisi od poretka sabiranja njegovih ¢lanova.

- Zbir uslovno konvergentnog reda promenom poretka sabiranja njegovih ¢lanova moze imati proizvoljnu vrednost
( Rimanova teorema)

PRIMERI

Primer 1.

o . = (—1)"
Ispitati konvergenciju reda Zi
n=l1 n

ReSenje:
n

Ovdeje a :l
n

C o 1 1 L VR U B |
Vazidaje n<n+l—->—> 1 pa mozemo zakljuciti da je ovo monotono opadajuci niz , jos je lim—=—=0,
n o n+ e 00

pa po Lajbnicovom kriterijumu ovaj red z konvergira.

n=1

(_l)n—l
n

Sta je sa apsolutnom konvergencijom?

= y . > 1 , e . . .
Posmatramo Z|an| . Zana$ red je to Z—, a ve¢ smo govorili da je ovaj red divergentan, pa nam to govori da red
n

n=1 n=1

© _1 n—1 B .
zi nije apsolutno konvergentan. On je samo uslovno konvergentan.
n

n=1



Primer 2.

Ispitati konvergenciju reda

1) ———
z Nt +2+n
Resenje:

Najpre uoc¢imo da je > 0 za svaki n iz skupa N.

2
NnP+24+n
Uocimo dalje da je :

n+l>n
(n+1)7°>n’
(n+1)>+2>n>+2

J@+1)? +2 >0 +2

Ja+1D)> 42 +(n+ D) >n’ +2+n

1 1
< —a, <a,
Jor12 1 2+m+1) Jnt+2+n ‘
. ., N . . 1 1
Dakle, radi se o opadaju¢em nizu, jo§ da nadjemo: lim——————=—=0

ment +2+n ®

< 2
Dakle , red ) (—1)"——=——— je konvergentan po Lajbnicovom kriterijumu.
z N +2+n

n=l1
Da ispitamo apsolutnu konvergenciju:

d © 2
(1) ] =
; n+2+n ;\/n +2+n

Kad n — o0 mozemo razmisljati ovako:

2 2 2 2 1

\/n2+2+n~\/n_2+n~”+” 2nn

Dakle, ovaj red je istog * karaktera” kao i red Zl koji znamo da je divergentan.
n

n=1

< 2
Zakljucujemo da je pocetnired ) (—1)' ——
; Nn'+24+n

divergira.

uslovno konvergentan , jer on konvergira a

N +2+n



Primer 3.

L) ]
Ispitati konvergenciju reda Z D" n_n
n

n=l1

ReSenje:

= n!

n

n=1 1

Ajmo ovde odmah da ispitamo apsolutnu konvergenciju: Z

n=l1

(-1 2
n

Upotrebi¢cemo Dalamberov kriterujum:

(n+1)!
N IS | Y R ) LI O o VUL SR (Y
lim =1lim =1lim . — =lim . =lim|— | =
naoo| an | n—»o i’ n—»o n! (n+1)n H—>00 }ﬁ N(n—i—l)" s n+]
n"l
=lim 11 =lim % =l
n—o| N+ n—»0 1+7 e
n n

o !
Posto ovaj red apsolutno konvergira, odmah zaklju¢ujemo da konvergirai red z =" n_n .

n=1

Primer 4.
wn’
» COS
Ispitati konvergenciju reda zl+ﬂ
n=2 n n

ReSenje:
Ovde nam je ideja da upotrebimo Abelov kriterijum:

Red Zanbn konvergira ako:

n=1

0
1) z a, konvergira

n=1

i1) brojevi b, obrazuju monotono ogranicen niz

Najpre moramo iskoristiti znanje iz jednog od trigonometrijskih fajlova:

2
wn

CcoS

r
=(-1)"" cos——
n+

© (_1)n+1 COSL ( 1)n+l
Sada posmatramo red: z ntl _ Z
n=2

In’n In’n n+1




n+l

je konvergentan po Abelovom kriterijumu a brojevi cos—1 obrazuju monoton i ograni¢en niz.
n+

Z
=2
Primer 5.

0 50

I . Inn . nx
Ispitati konvergenciju reda z sin—
n=1 n

Resenje:

Ovde ¢emo iskoristiti Dirisleov kriterijum:

Red Zanbn konvergira ako:

n=1

1) parcijalne sume S, = z a, suogranicene
k=1
1) b, monotono tezi nuli kad n — o
. . . o e .k 1
Upotrebi¢emo jedan rezultat iz prethodnih fajlova: ZSIH— <

k=1 4 T
sin—
8

50
monotono tezi nuli kad n — o

JoS nam treba da b, =

Potrazimo taj limes:

50 49 43
lim 2" _ (fj _ Lopital = 501im ™" = Lopital = 50-49 lim " = itd = 0
o0

n—>0 n n—>00 n n—>0 n

Dakle, ispunjeni su uslovi za DiriSleovu teoremu, pa dati red konvergira.

Primer 6.

o 3 = len-pul
Ispitati konvergenciju reda z (-D (2—)”
n!!

n=1

Resenje:

e I
Ideja je da krenemo sa ispitivanjem apsolutne konvergencije: Dakle, ispitujemo Z{(z(’; )1')' }
-1 n



Ovaj zadatak smo radili u jednom od prethodnih fajlova:

a,., [ @n+n |
2n+2)!!

[(2;1—1)!!}”
a, | ot | [ea-pr@e+]" [ @a-D'  @n+2)2a)! p_{zmz}”
a2t || @e+D@2a=-D!! 2n)!! | 2n+1

Sad spakujemo malo ovaj izraz i upotrebljavamo binomnu formulu:
2n+21" [2n+1+41]" - "
2n+1 2n+1 2n+1

Py, b w0 (P, Lo [P pe, 1
_(0]1 G ?) J{ljl Gr?) {2}1 Gt

—1+-2L +‘ plp+1) +0(L2)

2n+1 [22n+1)
p 1
=1+ +o(—
2n+1 ( 2)

1
=1+ pl +o(—)

2(n+— n
( 2)

_14-22 +o(i2) kad n — oo
n+l/2 n

:1+p—/2+0(L2)
n n

Sad ¢emo iskoristiti :

Teoremica

al’l

:1+£+0(i2) kad n—>o onda red ) (-1)""a,:

Ako je (a,) pozitivan niz takav da je )
n n n=1

a

n+l

. . . ) - apsolutno konvergira ako je p >1
1) konvergira akoje p>01 to . .
- uslovno konvergira akoje 0< p<1

i1) divergira akoje p<0
Nama je :

- apsolutno konvergira akoje p/2>1—

- uslovno konvergira akoje 0<p/2<1—

Red konvergiraza p/2>0—> p>0 ijo$

Red divergiraza p/2<0—



