BROJNI REDOVI - ZADACI (I DEO)

Posmatrajmo brojnired @, +a, +a; +....... +a,+.... = Z a, sa pozitivnim ¢lanovima.

n=1

n
Sumareda S,=a;tatasz+...ta,= Z a, je parcijalna suma.
k=1

Trazimo lim S, .

n—0

Ako dobijemo lim S, =S (broj) onda red konvergira, a ako je lim S, =% oo ili ne postoji, onda red divergira.

n—>0

Parcijalne sume su u stvari:

S, =aq,
S,=a, +a,

S,=a,+a,+a,

S =a +a,+a,+..a,

Primer 1.

Za dati red 1 + ! +..+ 1 +oen odrediti S, 1naci lim§, .
1-4 4.7 (Bn—-2)-(Bn+1) n—>
ReSenje:
1 1 1

; +..+
1-4 4.7 (B3n—-2)-(3n+1)
Da bi nasli grani¢nu vrednost, podseticemo se trika sa rastavljanjem racionalne funkcije koji smo koristili kod integrala.

1 __ 4 N B
3n-2)-3n+1) 3n-2 3n+l
1=A4Bn+1)+B(3n-2)
1=34n+ A+3Bn—-2B
1=CBA+3B)n+A—2B..uueeeeeeeernn. uporedjivanje

....................................... /*(Bn—2)-(3n+1)

Podsetite se ovog trika u fajlu integrali zadaci IV deo.



A=2B =l /*(=3)
34+3B=0
—34+6B=-3
9B=—3—>B:—§—>A:§
1
1 3 .3 _1 1 1 )

(Gn-2)-Gn+1) 3n-2 3n+l 3 3n-2 3n+l

Sad se vracamo na zadatak i ovo primenjujemo na svaki sabirak datog reda:

1 1 1 1

1
5, =3l ") ("_) ("_) (3n 5_3n 2)+(3n 2_3n+1)]

A SR
1

S ==[1-
! 3[ 3n+1)]
lim S, hm [1——)] lhm[l— ! N==
n— n—o 3 3n+ 3 nooe 3n+1 3
tezi 0
g1
3

Naravno, trebate obnoviti I grani¢ne vrednosti funkcija( nizova) jer nam je to znanje ovde neophodno!

Primer 2.

o0

Ispitati konvergenciju reda:
P senetl ,,Z::‘ 3n+2

2n—1

Resenje:
Ovde nam je posao lak! Vazi teorema:

Ako red Zan konvergira, onda je lima, =0, to jest ako je lima, #0 onda red sigurno ne konvergira.
n—>0 n—»0

n=l1

Dakle, trazimo lim 2n-1 a znamo da je lim 2n -1 = 2 # 0 , pa smo sigurni da ovaj niz divergira.

n>® 3p 42 e 3n+2 3




Primer 3.

Ispitati konvergenciju reda: z !
o 2n—1
ReSenje:
1

Prvo ¢emo ispitati: lim P =—=0 . Dali ovo znaci da red konvergira? NE!
n—>0 n— o0

Moze konvergirati ili divergirati, ova teoremica nam pomaze u situaciji kad ne dobijemo 0 za reSenje, i onda smo
sigurni da red divergira. Ovako moramo ispitivati dalje, a ideja je da dokazemo da je suma neogranic¢ena, odnosno da

je limSg==*00, gde je Sy podniz niza S, koji je uvek rastuci.

1
521252:1+§
S2=S4=1+l+l+l
2 5 7
....... itd
1 1.1 1 1 1 1 1
=—+—+ +

—t—t =+ —t+—+—+....... +
1 35 7 9 11 13 2:2" -1
grupisimo sabirke na slede¢i nacin:

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
S, =C+2)+t=+ )=+ —F+—=+—)....... + + +..+
: (1 3) (5 7) (9 11 13 15) (2’"+1 2" 43 2-2"’—1)
Ocigledno je da vazi:
l+l>1
1 3
1 1.1 1 1
—F=>—F—=—
57 8 8 4
1 1 1 1_1 1 1 1 1
—t—t—t+—>—F+—+—+—=—
9 11 13 15 16 16 16 16 4
1 1 1 2"t
+ +..+ > =—
2"+1 2"+43 2:2"—1 2™ 4

Kad ovo vratimo gore , dobijamo nejednakost:

Szm >1+m—_1
4

.. . . m—1 ) - .
Potrazimo ovde grani¢nu vrednost lim(1 +T) =00 ato nam govori da niz divergira!

m—»



Primer 4.

o0

Ispitati konvergenciju reda Zl
n=1 N

ReSenje:

— o .11
I ovde je sli¢na situacija kao malopre: lim—=—=0.
n—>0 n o0

Koristimo slic¢an trik kao u prethodnom zadatku:

Posmatramo niz parcijalnih suma S,k € N koji je uvek rastu¢i. Njegov podniz S,,,me N je:

1
‘%1:S2:1+§
SZ—S4=1+1+1+l
: 3 4
....... itd
11 1 1 1 1 1 1 1 1 1
S, =—+—+— —+—+=

o +—+—+ Fot ottt —
1 2 3 45 6 7 8 2" +1 2" 42 2
GrupiSemo c¢lanove ali tako da mozemo zakljuciti od ¢ega su veéi:

11 1 1 1 1 1

S, ==+ —+=)+(=+=+=+)+.. + +ot—
) ( ) (5 6 7 8) (2m“+1 2" 42 2m)
1 1.1 1 1
—+—>—+—=—
3 4 4 4 2
1 11 1_1 1 1 1 1
e e e e e s H
56 78 8 8 8 8 2

1 1 1 1 1 1

R B v gy L )
2" +1 2™ +2 2" 2" 2 2" 2

Ako vratimo ove nejednakosti gore, dobijamo:

Sz,,, >1+ﬂ
2

Tovde je lim(l +%) =00, a to opet govori da dati red divergira.



Kosijev ( Cauchyev) kriterijum

Potreban i dovoljan uslov da red z a, konvergira jeste da za proizvoljno ¢ >0 postoji prirodan broj N = N(¢)

n=1

S. =S

n+p n

takoda za n>0A p >0 vazi:

<&

Primer 5.

e e o . 1 .
Koriste¢i Kosijev kriterijum dokazati da red Z— divergira.
n

n=1

ReSenje:

U prethodnom primeru smo dokazali da ovaj red divergira. Sad nam je posao da to dokazemo preko Kosijevog
kriterijuma.
Uzmimo da je p = n. Onda imamo:

1 1 1 1
= + + e +—

Cn+l n+2 n+3 2n

Sﬂ+ﬂ - S?‘l

=1S,, -8

n

Ovo vratimo gore 1 dobijamo:

1 1 1 1 1
= + + o +—>n-—=

S 8§ - 1
n+l n+2 n+3 2n 2n 2

n+n n

:|S2n _S

n

Do . 1 ce g 1 e . .
Da smo na pocetku uzeli da je, recimo, & = Y a radom smo dobili da je ¢ > > mozemo zakljuciti da red divergira.



Primer 6.

o0

)
w1 A n(n+1)

Koriste¢i Kosijev kriterijum dokazati da red divergira.

Resenje:
Uzmimo, sli¢no kao malopre da je ¢ :% i uzmimo da jep=n

1 1 1

T 012 Joames T aas

S, =S

n+n n

= |S2n - Sn

Sad razmisljamo:

1 N N 1 N BN 1 B
(n+D(n+2) (n+2)  Ja+Dm+2)  Jm+2?  |[Ja+Dn+2) n+2

(n+D)(n+2)<(n+2)° >

1 1 1 1 1 1
(n+2)(n+3) g (n+3) _)\/(n+2)(n+3) >\/(n+3)2 ” J(m+2)(n+3) g n+3

(n+2)(n+3)<(n+3)° >

I tako dalje.
Imamo:
S -8 _|S -5 |= 1 + 1 + +;>
n+n n 2n n \/(n+1)(n+2) \/(n+2)(n+3) ''''''' 2n(2n+1)
1 1 1 1

>

ot
n+2 n+3 2n+1 4

Dokazali smo da ovaj red divergira.



Poredbeni Kkriterijum :

0 0
Vazi za dva reda z a, 1 z b,
n=1

n=1

1) Ako je a,<b, onda a) an konvergentan = Zan konvergentan

n=1 n=1

b) Zan divergentan = an divergentan

n=1 n=1

. : b S N
11) Ako je m<b”—+1 onda a) an konvergentan = Zan konvergentan
a

n n n=1 n=1

b) Zan divergentan = an divergentan
n=1 n=1

a?’l

1i1) Ako je lim— =M, (M#0) M je konacan broj onda redovi istovremeno konvergiraju ili divergiraju

1
Ovde se najceSce za uporedjivanje koristi red Z—k ; ovaj red za k>1 konvergira, a za k< 1 divergira
n=1 n

Primer 7.
o . S|
Ispitati konvergenciju reda: z
o 2n—1
ReSenje:
Razmisljamo:

2n—1>n pocevsi od n=2, paje onda
1 1

< R

2n—-1 n

Kako je red Zl divergentan, to je divergentan i red Z% po poredbenom kriterijumu.

n=l1 n=1

[Ako je a,<b, onda a) an konvergentan = Zan konvergentan]

n=l1 n=1

Neki profesori rade ovo direktno:

L1t kad n— o0
2n—-1 2n
R T B G R o . . .
Onda je 22— = > Z— , pa zakljucujemo da dati red divergira.
n=l1 n n=1 n




Primer 8.

Ispitati konvergenciju reda: Z !
1 N n+1

ReSenje:
Mi ¢emo upotrebljavati onaj brzi nacin, a vi naravno radite kako vas profesor zahteva...

[ 1 1
1 1 3
e+l n(n+1)2 n'-n? n?

1
=— kad n— .

Oznaka ~ nam znaci da se ovi izrazi ponaSaju sli¢no kad n — o

Red Z— konvergira pa konvergira i red le i ’i N

i

n2

Naravno , mogli smo koristiti 1 poredbeni kriterijum, gde bi uzimali red Z_z za uporedjivanje.

n=1

Primer 9.

Ispitati konvergenciju reda: ZM

3

n=l1 \/E
ReSenje:

Ovde ¢emo izvrsiti najpre racionalizaciju:

i\/—\/_\/ﬁ+\/_ z(\/F)—(\/_) Z n+l-n
S Antiedn S Wneledn) S Wneledn)

;\/_(\/nT+\/_)

Sad razmisljamo:

1 1 [

- (n+1++m) f(fw_)

kad n > «©

S
W=
[\
S
N | —
[\
S
= Y%

=% ZL , koji divergira, a onda divergira i pocetni red, jer

5
=1 “ =1 ¢
"= 2nt " no

o0

ox w . g 1 . . . .
ovde se najCeSce za uporedjivanje Koristi red E — 5 ovaj red za k>1 konvergira, a za k< 1 divergira
n=1 n



Primer 10.

I . - . O
Ispitati konvergenciju reda: Z sin—
n=1 n

ReSenje:

. . N 2 A
Ovde ¢emo iskoristiti da je sin— ~— kad n— o
n o n

o0 o0
. a . ) . ) . . a
Onda imamo: Z— =a- Z— a znamo da ovaj red divergira, pa divergira i red z sin—.
n=1 N n=1 1 n=1 n

Primer 11.

. Msin 1
Ispitati konvergencijureda » ——ZL
2
Vn+1

n=1

ReSenje:

, e g L1, )
Kad n— o veésmovidelidaje sin—~— i ~n*+1~+/n’ ~n, zato imamo:
non

© » nsin 1
Zl divergira , pa divergirai red » ——2.
n Vn®+1

=1 n=1

=

U sledec¢em fajlu nastavljamo sa kriterijumima za konvergenciju...

www.matematiranje.in.rs
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