POVRSINSKI INTEGRALI ( zadaci- I deo)
1. Izracunati povrsinski integral / = H (6x+4y+3z)dS ako je S deo ravni x+2y+3z=6 , koja pripada prvom
S

oktantu.
ReSenje:
Vazno je jos jednom napomenuti da: POVRSINSKI INTEGRAL PRVE VRSTE NE ZAVISI OD

ORIJENTACIJE KRIVE

Koristicemo:

i1)  Ako jednacina povrsi S ima oblik z=z(x,y) , gde je z=z(x,y) jednoznacna neprekidno diferencijabilna

funkcija, onda je:

[[ £y, 2ds= [[ fLx, 2,20 W1+ p* + ¢  dxdy i

e
P ox 1 oy

Najpre nacrtamo sliku i postavimo problem.

X+2y+3z=6...../:6

£+1+£:1
6 3 2

Segmentni oblik jednacine prave nam daje preseke sa osama ( ovo nam sad bas i ne treba al nije rdjavo da
pomenemo...)

Nas posao je da izrazimo z iz date jednacine i nadjemo prve parcijalne izvode, odnosno p i q.



x+2y+3z=6
3z=—x-2y+6....../:3

22_5_2_)1_1_2
3 3
Odavde je:
_o__1
P ox 3
_o__2
1 oy 3

Spustimo se u ravan z = 0 da odredimo granice.

[2=0]>x+2y+3:0=6>x+2y=6— y:3—%

Pogledajmo sliku :
Va

Sad mozemo da predjemo na reSavanje integrala:

I=”(6x+4y+3z)dS=”(6x+4y+\&-%)«/1+p2+q2dxdy
S D

= ”(6x+4y+6—x—2y)\/1+(—%)2 +(—§)2dxdy =

= ” Sx+2y+ 6)\/%dxdy =
J14

3

=|544/14

3=
6 P
Idx j (5x+2y+6)dy (sredimo sve - podsetite se dvojnih integrala)
0 0



2. Resiti integral / = H (x> +y*)dS ako jeSsfera x*+)* +z>=a’.
S

ReSenje:

Najpre moramo izraziti z iz date jednacine:

+y+z=a’

2 2 2 2
zZi=a —-x" -y

2 2 2
z=t\ja " —x" -y

Ovde treba voditi ratuna da posebno moramo raditi za gornji deo sfere z =+/a’ —x* —y* (iznad z = 0 ravni)

i posebno za z=—Ja’ —x* -y’ (ispod z= 0 ravni).

tz

gornji deo sfere

A\

, donji deo sfere

Pogledajmo sliku:

S izy=Hal—x—y* i S,iz,=—d’-x" )’
. . ) P 2 .y . . _ 2 2 2 . .
Za §,:z,=+Ja —x"—y° (asliCnojei za S,:z,=—Ja”—x"—y" ) imamo:

p:%: 1 _(az_xz_yz)‘ _ 1 ,(_2x): =~
o 9 /az_xz_yz pox o /az_xz_yz az_xz_yz
0z 1 2 2 2\ 1 -y

qg=—-= \a"—x"—y = . _2y _
dy 2\/a2_x2_y2 ( )poy 2\/a2_x2_y2 ( ) az_xz_yz

Za S,:z,=—Ja’ —x’ -y &e samo biti plusevi....

Izra¢unajmo “na stranu”:

2 2
2 2
JI+p +q° = 1+[ - 2} +[ 2 2} =\/1+ al 7 =
y y

2 2 2 2 2 2
a’—x - a’—x - a-—x-y a-—-x-y
2 2 2
\/Q%B}\)’%})\ a
- 22 2 - 2 2 2
a—x -y a —x" -y



Sad spustamo problem u ravan z = 0:

z=0AX+y’+22=a’ > +y' =a’

Oblast D je unutrasnjost ovog kruga! (Istajeiza S, iza S,)
1=[f+yas=[[ +[[ =[[ee+yWi+p +q dedy+ [y Wi+ p* + g drdy =
s s, S, D D

—2”(x + YW1+ p* +q dxdy = 2” \/dedy
-

Uvodimo smene:

X=rcos@

. —)x2+y2=a2—>a2=r2—)r=a—>0£r£a/\0£(p£27r/\|.]|=r
y=rsing

1= 2” \/dedy 2Id¢)f\/ﬁ I\/ﬁm’r—4aﬁj‘\/;7rdr
ovoje 27

Metodom smene ¢emo resiti ovaj integral bez granica ( lakse malo)

——rdr=2 J.dq)

2 2 2 2 2 2
a —r =t —>r - =a —t

2 2 2 3
Ir—m’r= —2rdr = 2tdt =Ia ! (—t)dt=j(t2 —az)dt =t——a2t=
a—r° dr = —tdt ! 3
rdr = —
(Va=r)
=f—a2 a* —

3

a . a 2a
=(a-—)-(0-0)=—
0 (a 3) (0-0) 3




Vratimo se u zadatak:

o ar’ 24’ . 3 .
I =4ar .[ Trdr =dar-—= 1 evo konacnog reSenja!
ova —r 3

gt s 1 . - o .
3. Resiti integral [ = I I —————dS ako je S deo cilindra x” + y* =R* ograni¢enog ravnima
Xy 4z
x=0,y=0,z=0i z=m.
ReSenje:
Primeéujemo da je cilindar x> + y* = R* uz z osu i da ne mozemo odavde izraziti z. Onda éemo izraziti ili x ili y

i raditi po njima sve isto kao i po z....

x? er2 = R?

=R _y

x=+R>—y> nama treba x > 0 pa je:
x=+JR -y’

Odavde imamo :

ay 2 'Rz_yz poy 2 ’Rz_yz ’Rz_yz
ox

q:—:o
0z

2
o e RZ_}/+/ R

Posto smo odabrali da radimo po x , da bi odredili granice integrala, spuStamo se uravan x =0 .

x=0AXx"+y"=R*>)y’=R* > y=+*R—>y=R




{Ogng
D:
0<z<m

Sad da reSimo zadati integral:

1 1

= na stranu sredimo:

Rd
- ‘[R+Z

_ u
h dz 1 z |m 1 m 1 0 1 m
J7= :;“mg; : :E“mg??mgﬁz Ry
0
1= arctg J- —arctg—J-
\/R - ,/RZ
\/7—arcsml‘R
R~y
I= arctg arctg—
o

1
4. Rediti integral [ = .[ .[ (1—2 dS akKo je S povrs tetraedra ograni¢enog ravnima
+x+y

zarcz‘ ﬂ
2 & R

) . 0 ) ) V4 T
Na stranu : j = arcsin — — arcsin E =arcsin] —arcsin0 = E -0= E

Zarct n
) R

x+y+z=1,x=0,y=0,z=0
ReSenje:
Nacrtajmo sliku i postavimo problem.

tz

A4

Ovde moramo raditi 4 integrala, za svaku povrs posebno. Dakle 7= I I + H +H +”
S

S5



Za S, (ravan x+y+z=1)imamo:

0z Oz
x+y+z=1-z=1-x—y—>—=—=-1

ox Oy
1+ p2+¢* =\1+1+1=+3

Ako se spustimouravan z=0 imamo x+y=1—>y=1-x

Nacrtajmo sliku 1 odredimo granice:

H;dg . .[)J';)z\/gdxdy = \/gj)-dxlf%dy =

&ﬂ+x+yf I+x+y o U+x+y)
Na stranu :
1 l+x+y=t _ | 1 .
I—Z y: _ :jt zdt:_—:——:— ,pa]e
(I+x+y) dy =dt 1 t l+x+y

1
I+x+y

U SR N GRS S R S B
0 l+x+1-x 1+x+0 2 1+x
vratimo se u integral

—X

jdxj(HHy)z y = \/_j(——+—jd \/_(—Ex+ln|l+x|j \/5(1112—%)

Za S, (ravan z=0)imamo:

0z Oz
z=0>—=—=
ox Oy

J1+p2+¢% =1=1

x+y=l->y=1-x
] 0=<x<lI
1'{0Syél—x



Dakle, oblast je ista kao za prethodni deo.... A i integral se sli¢no resava!

1 1 0 1
desihnxwyd”y:!dx T

Za S, (ravan x=0)imamo:

x=0>Z -2 g
oz Oy

«H+p2+q2:JI=1

y+z=l-oz=1-y

0<y<1
D, :
0<z<1-y

1 1
'g(l+x+y)2 dszg(now) Idyj gy =1-in2
Za S, (ravan y=0)imamo:

y= 0—)ay ay =0

Oz
JI+pP+q° —J_—l

x+z=1->z=1-x

0<x<l1
D,:
0<z<l—-x

dx

2a’z:l—ln2

© Ly —
o'—,z

1 1
{f (txty) dszg(nxw)z ddz =

(I+x)

E sad ¢emo sabrati sva 4 reSenja:

I= jj +jj +H +jj \/_(1n2——)+[ 2——] (1-In2)+(1-1n2)=|(v3-1)in2+

3-3
2




X=rcos@sina

=rsin@sina
5. Reliti integral /= [[2%dS akoje S: {7 ¢
5 Z=rcosa

05927 A0<r<ana=const.

ReSenje:

Da se podsetimo:

1) Ako je S deo po deo glatka dvostrana povr§ zadata jednac¢inama:

x=x(u,Vv)

y=y(u,v)
z=z(u,v)

gde (u,v) pripada D a funkcija f(x,y,z) je definisana ineprekidnana povrsi S, onda je:

”f(x, v,z)ds = ”f[x(u,v),y(u,v),z(u,v)]\/ EG - F*dudv
()
ou ou ou
o (5)+(3)(5)
ov ov ov

gl Wy e
Oou Ov Ou Ov Ou Ov

Malo ¢emo “korigovati” formulice i upotrebiti ith u ovoj situaciji!

Najpre da nadjemo parcijalne izvode koji nam trebaju :

) ox ) ox ) )
X=rcos@sina ——=cos@sina A— =—rsin@sina
or 0
. . oy . . ox .
y=rsingsina —>a—=sm(osma/\a—:rcos¢sma
r

Oz Oz
z=rcosa —>—=cosaAn—=0
or op

Sad trazimo E,G 1 F



ox Y oy > (e . 2 . . 2 2
E= 5]t S =(cospsina) +(singsina)” +(cos)

5 or

=cos’ @sin’ a +sin” sin® a + cos’ a = sin’ a(

2 2 2

o) \og) o

=r?sin’ psin® a + 7 cos’ psin’ a = r* sin’ oc(sin2 @+ cos’ go) =r’sin’ a

Foxox Oyoy Ozlz_
or0p Orop Ordp

=cos@sina-(—rsingsina)+singsina -rcos@sina+0=0

U zadatku nam je ve¢ dato da je: D: {

Sad reSavamo po formuli:

I= sza’S = H(rcosa)z NEG-F*drdg = Td(p]irz cos’ alr? sin® adr = ngojrz cos’ @ -r|sina|dr =
S D 0 0 0 0

ovo je

0<p<2x

0<r<a

= pazite, i « je konstanta , pa sve ide ispred integrala!

2r a 4
: . a
=cos’ alsinq] J. dwj. rdr =cos’ alsina|- 27 i
0 0

cos’ @ +sin’ @

1

j+cosza:1

cos’ a|sin a| .

4
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