PRAVA

Prava je kao i ravan osnovni geometrijski pojam i ne definiSe se.

Prava je u prostoru odredena jednom svojom tackom i vektorom paralelnim sa tom pravom ( vektor paralelnosti).

v

M, (x,,3,,2,)

Posmatrajmo pravu p , tatku M, (x,,y,,z,) koja joj pripada . Neka tacka M(x,y,z) € R’.

\4

M, (x,,2) M(x’y’z)

Ocigledno je da tacka M(x,y,z) pripada pravoj p ako i samo ako su vektori MM 1 ; kolinearni!
Kakoje MM = r —171 mozemo zapisati :

(r—r)xp=0 ili
(rxp)—(r;x p) =0 ako obelezimo da je r,x p =b

rxp=>b

Dobili smo vektorsku jednacinu prave.

A moZzemo razmisljati i ovako :

Kako smo zakljucili da su vektori MM i ; kolinearni, to se oni mogu izraziti jedan preko drugog uz pomo¢
nekog parametra ¢.



—_—

ren=tp

r= 771 + t; ovo je vektorska jednacina prave kroz datu tacku u pravcu vektora 13

Ako uzmemo da vektor 1; ima koordinate 1; =(l,m,n), ondaje:

x=x+t-1
y=ytt-m
z=z,+t'n

parametarski oblik jednacine prave

Ovaj parametarski oblik najcesc¢e koristimo kad trazimo prodor prave kroz ravan ili tacku preseka dve prave.

Odavde mozemo izvesti oblik koji se najceSc¢e koristi u zadacima (simetri¢ni oblik)

X=X _ Y- _27%

/ m n

Vrlo sli¢an ovom obliku je i jednacina prave kroz dve date tacke M, (x,,y,,z,) 1 M,(x,,,,2,) :

X=X% _ V=0 _ 2%

Xo=X Vo=V 27 %

Primer 1.

Napisati jednacinu prave kroz tacke A(1,2,0) 1 B(2,3,4) i prebaciti je u parametarski oblik.

Resenje
Koristimo L _VTh 274
X=X Vo=V Z7%
x-1 y-2 z-0
2—-1 3-2 4-0
x—l_y—Z_E
1 1 4

Odavde se vidi da je vektor paralelnosti prave ; =(1,1,4)

Prebacimo je sada u parametarski oblik:

x-1_y-2 =z .
1 1 4 1 1

x=t+1
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Z—t aje
4 paj

y=t+2
z=4t



Cesto se u zadacima daje i opsta jednacina prave, to jest prava odredena presekom dve ravni:

a,: Ax+By+Cz+D, =0
o,: Ax+B,y+C,z+D, =0

Kako preci iz ovog oblika u simetri¢ni ? ( jer iz simetricnog oblika lako “Citamo’’ i tacku i vektor paralelnosti)

Najpre nadjemo vektor paralelnosti:

a: Ax+By+Cz+D =0—n =(4,B,C)
a,: Ax+By+Cyz+D,=0—>n,=(4,,B,,C,)

ik
13=;1XZ= Al Bl Cl
4, B, C,

Zatim reSavamo sistem :

Ax+By+Cz+D =0
Ax+B,y+C,z+D, =0

Odavde dobijamo x,, y,,z, ( Cesto se jedna nepoznata uzima proizvoljno , pa se druge dve dobijaju iz nje...)

) X—Xx — z—z
Sve zamenimo u Lo YTN L

[ m n
Primer 2.
x-2y+3z=0 o NP
Pravu { prebaciti u simetri¢ni oblik.
x+z—-4=0
Resenje
x—=2y+3z=0 ) .. . .
Najpre " procitamo” vektore normalnosti za ravni...
x+z-4=0

x—2y+3z=0—n =(1,-2,3)

X+z-4=0-n,=(1,0,1)

Dalje trazimo njihov vektorski proizvod:



i k| ik
p=mxn =4 B C|=]l =2 3|=i(-2-0)— j1-3)+k(0+2)=—2i+2j+2k =(-2,2,2)
A4 B, C| |1 0 1

Ovde mozemo zapisati i da je :
p=(=2,2,2)=2(-1,1,1), odnosno uzeti da je vektor ( -1,1,1).
Da bi nasli tacku koja pripada toj pravoj moramo resiti sistem:

x—=2y+3z=0
X+z-4=0—>z=4-Xx
x=2y+3(4-x)=0
x=2y+12-3x=0
—2x-2y+12=0..../: (-2)
xX+y-6=0>y=6—x

z=4-x

y=6-x

Ovde mozemo uzeti proizvoljno x, recimo x = 0, pa je onda:
z=4-x—>z=4-0—>z=4

y=6-x—>y=6-0—>y=06

Dakle dobili smo tacku (x,, y,,z,) =(0,6,4)

X=X _Y-»_z274%
[ m n
x-0 y-6 z-4

-1 1 1

Kakav moZe biti uzajamni poloZaj dve prave?
U prostoru prave mogu pripadati ili ne pripadati istoj ravni.

Ako pripadaju istoj ravni onda su ili paralelne ili se seku.

P>
SR =
D>
P>
P
—
D ;1 P

paralelne prave prave se seku u tacki P



Ako prave ne pripadaju istoj ravni onda kazemo da su mimoilazne.

P,
i
E—— 'z
P
Posmatrajmo dve prave :
X-x, y-y z-z . X-x, y-y, z—z
2% e i D, 2 YT _E75
I, m, mn A m, n,

Prave pripadaju istoj ravni i paralelne su ako i samo ako su njihovi vektori pravaca ;1 =(l,,m,n) 1 pi =(l,,m,,n,)

hom_m (uslov paralelnosti)

kolinearni, to jest ako i samo ako vazi -
L, m, n,

l:ml_ﬂ i TN TN _5HTE

Specijalno, prave se poklapaju ako vazi da je

1
L, m, n, A m, n

Kako da znamo da li se prave seku?

Tu nam pomaze takozvani uslov preseka : [ m, n |=0

Naravno, prave su mimoilazne ako je [, m, n |#0

Primer 3.

x=2 y-1 z=-2 . x-5 y-2 z-3
= = 1 pZ: = =
t 1 0 2 3 1

Date su prave p, :

Odrediti parametar ¢ tako da se prave seku i nadji tacku preseka.



ReSenje
Najpre ¢emo iz datih jednacina pravih procitati tacke koje im pripadaju i vektore pravaca (paralelnosti).

x=2 y-1 z-2

t 1 - P(2,1,2) i p=(t1,0)

x-5 y-2 z-3
2 3

— P(523) 1 p,=(2,3,0)

Dalje koristimo uslov preseka:

X=X W=V Z,—%

A m, n |=0
A m, n,
5-2 2-1 3-2 311 31 131
t 1 0 [=0—>|t 1 0]=0-— Sarusovo pravilo—|t 1 0] t 1=3+0+3t-¢t-0-2=0
2 3 1 2 31 2 3 1123

2t+1=0—>|t=——

F(2,1,2) iEZ(-%,l,O) je prva prava.

Da bi nasli njihov presek, prave ¢emo prebaciti u parametarski oblik.

x=2 y-1 z-2
1 0

= > X :—%oﬁz, y=la+l, z=0a+2

1
2

x;5:y;2:zI3:ﬂ_> x=2p+5, y=3+2, z=15+3

Sad uporedjujemo x =X, y =y, z =z da bi nasli vrednost za « ili S
Vidimo da je najlakse to posti¢iizz=2z. Dakle z=z—>2=4+3—> f=-1

Xx=20+5, y=3p+2, z=1+3->
Vratimo vrednost za £ 1 dobijamo: x=2(-D+5=3y=3(-D)+2=-Lz=1(-1)+3=2
P(3,-1,2) je tacka preseka!



Kako nadi ugao izmedu dve prave?

Ugao pod kojim se prave seku je ugao izmedu njihovih vektora pravaca.

P,

b P, _ Ll +mm, +nn,

‘plupz‘ \/112 +ml2 +n12\/122 +17122 +1122
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