EKSTREMNE VREDNOSTI I MONOTONOST FUNKCIJE

EKSTREMNE VREDNOSTI su maksimum i (ili) minimum funkcije.
Nadjemo prviizvod y' 1 izjedna¢imo gasa0, y'=0.
Resenja te jednacine x,,Xx,,.... ( naravno ako ih ima) menjamo u pocetnu funkciju da dobijemo y,, y,,....

Dobijene tacke M, (x,,y,); M,(x,,¥,);....su ekstremne vrednosti funkcije.

MONOTONOST FUNKCIJE je ras¢enje i opadanje funkcije.

U intervalima ( naravno ako ih ima) gde je y™> 0 funkcija RASTE.
U intervalima ( naravno ako ih ima) gde je y'<0 funkcija OPADA.
1. Odrediti ekstremne vrednosti i intervale monotonosti funkcija:

2) _x2+1
Y x2 -1

x* +3x
b y= x+4

ReSenje:

2) _x2+1
4 xt -1

Posao nam je dakle da nademo prvi izvod!

Ovo je izvod koli¢nika pa idemo po formuli (ﬁj‘: e -v—zv -
\% v

e G+ (=)= (7 = 1) (> +1)

(xz _1)2
_2x(x® =1 = 2x(x? +1)
B (x* =1’
2P =D = (2 +D] 2 R -1 1]
YTy T eay
. —4x
y= (xz _1)2

Sad prvi izvod izjedna¢avamo sa 0.

Zapamtite da uvek brojilac izjedna¢avamo sa 0 jer smo se u oblasti definisanosti ve¢ ogradili da u imeniocu nije 0.
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Sad ovu vrednost menjamo u pocetnu funkciju y =

x2+1.

x2-1

0" +1 il =-1— M,(0,—1) Dobili smo tacku ekstrema! Za sad ne znamo da li je max ili min.

f(O)—

Z.a monotonost funkcije trebamo da reSimo nejednacine: y>0 (raste) i y'<0 (opada)

Postavljamo sebi pitanje: ( slicno kao kod znaka funkcije) Od ¢ega nam zavisi znak prvog izvoda?

—4x
(x* =1)’

Pogledajmo jos jednom prvi izvod: y'=
Izraz (x> —1)* >0 uvek ( zbog kvadrata) pa ne utie na razmatranje znaka.

ZakljuCujemo da nam znak prvog izvoda zavisi samo od -4x. Dakle:

y>0 za —4x>0—>x<0......raste
y<0 za —4x<0—>x>0.....opada

Na skici bi to izgledalo:

E sad smo sigurni da je naSa tacka M, (0,—1) maksimum!

x” +3x
x+4
(x2 +3x)‘-(x+4)—()6—1—4)‘-(x2 +3x)
()c+4)2
(2x+3)-(x+4)—1-(x* +3x)
(x+4)2
27 +8x P +12 - x? 3
(x+4)2
. X +8x+12
R

b) y=

V=

y=




Izjednacavamo prvi izvod sa 0.

X2 +8x+12
(x+4)2

Da reSimo ovu kvadratnu jednacinu:

=0 x +8x+12=0

—b+b* —4ac _ 8% 82 —48 L =—6

x’ +8x+12=0—>x, =

2a 2 x,=-2
. . ) x” +3x
Obe vrednosti vracamo u pocetnu jedna¢inu y = 2
x+
(=6)" +3(-6)

x=—6->y="—"—""—"—"=-9>5>M, =(-6,-9

1 M 614 = )

— 2 _—
by D
-2+4

Za monotonost razmisljamo od ¢ega nam zavisi znak prvog izvoda!

X +8x+12

( )2 a kako (x + 4)2 >0 uvek, zna¢i da nam znak zavisi samo od x* +8x+12.
x+4

Kao i uvek kad imamo kvadratnu nejednacinu koristimo da :

Kvadratni trinom ima znak broja a svuda osim izmedju nula!

Znaci da funkcija raste za y™>0 za x € (—0,—6) U (—2,0)
Funkcija opada y'<0 za x €(-6,-2)

Sad nam nije teSko da kazemo da je :

Tacka M, =(-6,-9) je tatka maksimuma

Tacka M, =(-2,-1) je tatka minimuma.



2. Odrediti ekstremne vrednosti i intervale monotonosti funkcija:

a) y= 5-¢"
4 e +2
x’ -3
b) y=—
e
V) = Inx+1
Inx
ReSenje:
a) = 5-¢"
4 e +2
= S-e')(e"+2)—(e"+2)(5-¢€")
(e +2)°
(e +2-e > (G=¢) izvla¢imo - ¢* kao zajednicki ispred zagrade
(e"+2)
. —e(e"+2+5-¢€")
(e +2)°
. =Te" .. “
y=——5 Sadaovo izjednacavamo sa 0.
(e"+2)

y=0—>-7e"=0—>¢" =0 ali znamo daje ¢' >0 pa zaklju¢ujemo da ova funkcija nema ekstremne vrednosti!

Dalje razmi$ljamo od ¢ega nam zavisi znak prvog izvoda....
Kako je (¢* +2)° >0 uvek i e* >0 ostaje nam da znak zavisi samo od —7 .
Zakljucujemo da je funkcija opadajuéa stalno!

x* =3
b) y=—o
e

(xz —3)‘-6" —(e" )‘-(x2 —3)

)
. 2x-et—e" x2—3)
y= 2%
e
. >X\[2x—(x2 —3)]
V= e
e
. 2x—x*+3
=
. —x 4+2x+43
Y=

e



Odavde je y'=0— —x’+2x+3=0 arefenja ove kvadratne jednadine su x, =—1Ax, =3

2

S y . X
Ove vrednosti vracamo u pocetnu funkciju y =

X

J— 2_ —
X :—1—>y1 :(1)—713:—72112—26—)]\41(—1,—26)
e
33 -3 6 6
xz=3%yz=()3 =—=->M,3,—)
e e e

Za odredjivanje monotonosti opet koristimo znanje iz II godine srednje da:

Kvadratni trinom —x”>+2x+3 ima znak broja a svuda osim izmedju nula!

Odavde zakljucujemo da:

y>0 za xe(-1,3)—> raste

y<0 za xe(—wo,—-1)U(3,0)—> opada

Onda je tacka M,(—1,—2¢) tatka minimuma a tacka M, (3,%) taCka maksimuma.
e

Inx+1
V) =
Inx
. (Inx+1)'Inx—(Inx)'(Inx+1)
y= 2
In” x
llnx—l(lnx+1)
y‘:x X
In? x
llnx—llnx—l
X X X
Y In? x
g o o]
Y In? paje xIn? x

Ocigledno je da nemamo ekstremnih vrednosti jer je u brojiocu samo -1.

Iz oblasti definisanosti funkcije bi nasli da je (Inx#0—>x=#1)A(x>0)— D, =(0,1)U(l,o0) a to nam govori 0
znaku prvog izvoda:

x>0AlIn’ x>0 — znak zavisi samo od -1 a onda je funkcija stalno opadajuéa!



3. Odrediti ekstremne vrednosti i intervale monotonosti funkcija:

a) y — ex2+2x—3
b) y= 1ni+_x

V) y=arctg1+—x

ReSenje:

x2+2x-3

a) y=e
Pazite, ovde se radi o izvodu sloZene funkcije:

x242x-3

y e
y‘= ex2+2x—3 (XZ + 2x _ 3)‘
y — ex2+2x—3 (Zx + 2)

=0 2x+2=0-[x=—1]

242 ()= o 1
e(l)+2(1)326123:e—4:_4

e

Tacka ekstrema je dakle M (—1,%) .
e

y:

x2+2x-3

Kako je e >0 uvek, znak nam zavisi od 2x+2, pa je:

y>0 za 2x+2>0—>x>-1—>xe(-1,0) > raste

y<0 za 2x+2<0—->x<-1->xe(-w,-1) > opada

T~

-0 -1 ©

Sad znamo da je tacka M (—l,i“) minimum date funkcije.
e



V= ! GJF—XJ ovde pazimo, jer je (Tr—x)‘ izvod koli¢nika!
—- X — X

1 (I+x)0-x)—-(1-x)( . . o D
e (1+x)( ()i) ()2 *) (L+x) skratimo po 1-x ( koje je razli¢ito od 0 joS iz domena)
-Xx

] 1—-x+1+x

y:1+x 1-x
1 2
l+x1—x
. 2
y:

(1—x)(1+x)

Jasno je da funkcija nema ekstremne vrednosti ....Da ispitamo monotonost treba nam tablica ....

-1 1
1-X + + -
1+x - + +
y - + -

E sad, ako malo razmislimo, vidimo da se ova tablica poklapa sa tablicom za oblast definisanosti: D, =(-1,1)

Zna¢i da je funkcija RASTUCA na celom domenu!
Ovo je ono $to mi pokuSavamo da vas nau¢imo: Svaka tacka u ispitivanju toka funkcije pric¢a svoju pricu i nesto

ta pri¢a znaci na grafiku ali su opet sve tacke u ispitivanju povezane i ne mogu jedna bez druge....



V) y=arctg1+—x

Jos jedna sloZena funkcija, pa izvod radimo pazljivo....

. 1 (1+xj
g (1+sz I—x
1+
1-x
= 1 I+x)d-x)—(1-x)1+x)
(1+x)* (1-x)*
l+—=
(I-x)
1 _
V= > > 1d x)+1(21+x) pokratimo (1-x)?
1-x)"+1+x) (1-x)
(1-x)*
. 1 l-x+1+x .
V= 5 5 sredimo malo...
1-2x+x" +1+2x+x 1
2 2 1

YT o 2l+xY)  (+x0)

_ 1
1+ x?

Jasno je da nema ekstrema a kako je 1+x° uvek pozitivan, funkcija je stalno rastuéa!



