NIZOVI — TEORIJSKE NAPOMENE

Niz je funkcija a: N — R a najCeSce se obelezava sa (q,,4,,4a;,...,a,,...) =(a,)

Niz (a,) je monotono rastuci ( rastuci ) ako za svako ne N vazi a,, >a,

n+l

Niz (a,) je monotono opadajuci ( opadajuéi ) ako za svako ne N vazi a,, <a,

n+l

Niz (a,) je monotono neopadajuci ( neopadajuéi ) ako za svako ne N vazi a,,, >a,

Niz (a,) je monotono nerastuci ( nerastuci ) ako za svako ne N vazi a,,<a,

n+l —

Niz (a,) je ograniéen odozgo ako postoji broj M € R tako daje a, <M, Vne N

Najmanji takav broj M naziva se supremum niza. sup(a,)

Niz (a,) je ograniéen odozdo ako postoji broj m e R tako da je a, >2m, Vne N

Najveci takav broj m naziva se infinum niza. inf(a,)

Niz je ograni€en ako je ogranien i odozdo i odozgo.

Broj a <R je grani€na vrednost niza (q, ) , u oznaci lima, =a, ako i samo ako

n—®

(V& >0)(3n, =ny(¢) € N) tako da za (Vn2>n,) vazi nejednakost |a, —a|< ¢

Ako takav broj a postoji, onda kazemo da je niz (a ) konvergentan i da konvergira ka a .

n

Zapisujemo lima, =a

n—>0

Ako takav broj a ne postoji, onda kazemo da niz (a”) nije konvergentan , to jest da je divergetan.

Razlikujemo odredjeno i neodredjeno divergentne nizove.

Niz (a,) teZika +oo ako (VM >0)(3n, € N) takav da je a, > M, Vn > n,

o lima, =+
Zapisujemo  n—»
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Niz (a,) teZi ka +oo ako (VM >0)(3n, € N) takav da je a, <—M,Vn>n,

o lima, = -
Zapisujemo  n—w

Nizovi koji divergiraju ka + ili— beskonac¢no nazivaju se odredjeno divergentni nizovi.

Nizovi koji nisu ni konvergentni ni odredjeno divergentni nazivaju se neodredjeno divergentni
nizovi.

Ako je niz konvergentan, onda je njegova granica jedinstvena.
Monotono rastuci niz ograniCen odozgo konvergira svom supremumul.

Monotono opadajuci niz ograniCen odozdo konvergira svom infinumu.

Ako zahtev da se u svakoj epsilon okolini nalaze skoro svi ¢lanovi niza ( konvergentan niz ) oslabimo
utoliko Sto zahtevamo da se nalazi 'samo’ beskonacno mnogo njih, dolazimo do pojma tacka

nagomilavanja.

Broj A< R je tatka nagomilavanja niza (a, ) , ako

(Ve>0)(Vn,eN) (I3ne N,n=n,) takav da je A|<g

Svaki ograni¢en niz ima bar jednu tacku nagomilavanja. ( Bolcano-Vajerstras)

Pazite, grani¢na vrednost niza je i njegova tacka nagomilavanja, dok obrnuto ne mora da vazi!

Osobine konvergentnih nizova

lim(C-a,)=C- lim na, gde je C konstanta

n—>0

hm(an+b )—hma limb,
n—w n—>o0 n—>o0
lim( a, =lima, « limb,
n—>0 n—»o0 n—>o0

a, lima,
lim| —+ |=22*>— za limb, #0
n—> b limb n—o0

n—»0



Ako za nizove (a,),(b,).(c, ).vazi a, <b, <c, iakoje lim a,=1lim c, = 4 ondajei lim b, = 4

n
n—>0 n—>0 n—>0

Ovo je takozvana teorema o sendvicu.

Teorema (Stolz) Neka su (a,) 1 (b,) nizovi takvi da je (b, ) strogo rastuci i
neogranicen. Ako postoji
. fyt1 — (g
hm —,
n—oo b4 — by,

N 3
tada postojii lim — i

n—o0 i“

" iy . Ay+1 — gy
lim — = lim —.
n—a iy i —eC .i';”;_l — .f;“

|z ove teoreme se izvuCe posledica koja se Cesto koristi u zadacima:
Neka je (a,) konvergentan niz takav da je a, > 0, ¥n € M, Tada

Je

Tl
—1-D0 Ti——100

lim Wy g ity = lim a,.

Neodredjeni izrazi

Postoji sedam osnovnih neodredenih oblika, To su:

o s |

- . ‘oo —oo.,. B-oo . 12..0%. saY.
=0 )

Odredjeni izrazi

00 + 00 = 0

=0, naravno ako 4 # o

=00, naravno ako A # 0

ol 8|

0000 = 0

A-00 =00, naravno ako 4 # 0



Jos je korisno zapamtiti:

Faktorijel raste brie od eksponencijalne funkcije:

. a'
lim — = 0 aeR;

m——-00 Fii

eksponencijalna funkeija raste brze od potencije:

. n¥
lim —=0,a>1, p>0:
fl—s4-o0 I.rr.'
faktorijel raste brze od potencije:
) n?
im —=0,a>1 p>0.
n—+oo 1l
Dalje, evo nekih znacajnih limesa:
. 1 i Reri
lim — =10 im $¥n=1
ri—al 71 i —00
oy dni
lim Ya=1 a=0 lim (1 + ..} =™ a.dcR
Fi—=2 T —+a T

Af{r)
lim (1 + Jr:ll - ) — e, za svaki niz fimkeijskih vrednosti f(n) koji divergira prema + oo
Fi—s30 )

0, 0<lg <1
lim " = 1, g=1

f—0C

+o0; g =1

| za kraj evo tablice limesa, koja ¢e verujemo biti od koristi studentima:

( jeste vezana za grani€ne vrednosti funkcija ali radi i kad umesto x stavimo n)



sin

limm =1

r— F

I 1 —eosr 1
i —— = —
r—p 2 2

lim (1 +m}'—l- =g

F—{}
T—1
lim = =1
F— €
T __
lim =Ina {a =10)
F—)

mp
lim — =1 (pel. a>1)

r—toc (gF

ama™ 4 am1 2™ 4o +ag

lim
r—doe bpa™ + by 2" 4o by + by

shr

1 =1
0 T

line
r—

i cher—1
11— =
x—ll _.L.E

[

1
limn (l + —)I =g

F—doo x

1 :
litnn _n_{l_+:r.l -
x—il b

o et W

1

lirny a (o e K)

x—i)

= kada jem=n
0 kada jem < n
+ kada je m = n

(mneMy, ag,....am,by,-.., by €R, am, by #0)
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