Trigonometrijski oblik kompleksnog broja

Da se podsetimo:
Kompleksni broj je oblika z=x+ yi
X jerealni deo, y je imaginarni deo kompleksnog broja, i- je imaginarna jedinica

i=—-1, (> =-1)

Dva kompleksna broja z, =x, + yji i z, =x, + y,i sujednaka akoje x, =x, i y, =y,
Za z=x+yi broj z=x-yi je konjugovano kompleksan broj.

Modul kompleksnog broja z=x+yi je : |z =+/x* + )’

Kompleksni brojevi se predstavljaju u kompleksnoj ravni, gde je x-osa realna osa, a y-osa

imaginarna osa.
¥

Primer
Tacki A odgovara kompleksni broj 3+2i.

Tacka B odgovara kompleksnom broju -3+i. o=

- - - 71 1

~3-2-1 1 2 3 x
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Ako je dat kompleksan broj z = x+ yi onda se njegov realni deo moze zapisati kao:
x=rcos@ aimaginarni y =rsing . To mozemo videti | sa slike:

Va

Z=X+yi

y

sin(p=X:>y=rsin(p
r

X
COSP="—=>X=rcosQ
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tg¢=1:> (p=arctg1
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Dakle, kompleksni broj je:

z=rcos@+rsingi, t.

|z:r(c05(p+isin(p)|

Ovaj oblik se zove trigonometrijski. Ovde je r- modul, odnosno: |r =+/x> +y*|, ugao ¢

se zove argument kompleksnog broja. Kako su sinx i cosx periodicne funkcije
kompleksni broj se moze zapisati | kao :

z=r(cos(@+2krm)+isin(p+2kr))
keZ

Primer: Pretvoriti sledece kompleksne brojeve u frigonometrijski oblik:
a) z=1+i

b) z=1+ NE)

v) z=-1

g) z=i

Resenje: a) z=1+i

Sta radimo?

Najpre odredimo x iy, nadjemo 7 = /x> + > zatim tgp =2 ito zamenimo u
X

trigonometriski oblik: z = r(cos @ +isin @)
tangensna osa

Dakle: x=1,y=1 r=+1>+1> =42 |

Ay

b
tg(o:l:(p=45":% V

Na slici primecujemo da vrednost 1 Q‘Zy

imaju 2 ugla : od 45° i 225°
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Zasto smo mi uzeli ugao od 45°?

Zadati kompleksni broj je z=1+i a ako to poredimo sa z = r(cos@+isin @)
Vidimo da i sinus i kosinus moraju biti pozitivnil

Takva situacija je u | kvadrantu dok su u lll kvadrantu i sinus i kosinus negativnil

z=r(cos@+isin )
V4 . T
z=+2(cos—+isin—
V2( 2 4)

Vezano za ovaj primer, pogledajmo recimo kompleksan broj z=-1—i

Zanjegaje x=-1,y=-1 r:./(—l)2 +(—1)2 =2

A za tangens dobijamo isto kao | za z=1+i:

rep==
X

o]
89=—

tgp=1= ¢ =225° :STH

Sad smo za ugao uzeli 225°. Zasto?
Pogledajmo sliku jos jednom. U Il kvadrantu su | sinus | kosinus negativni a to je ono sto

nam sad treba.
- . T Sk .. 5w
z=—1-1 ima trigonometrijski oblik z:\/z(cosTHsmT)

Ovo je jedna od zamki na koju treba da pazite kod prebacivanja kompleksnog broja u

trigonometrijski oblik!

b) z=1+i3
:>r=w/x2+y2 =\/1+3=\/Z=2

x=1

y=A3
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z=r(cos@+isin@)

z= 2(005% +isin %) 240

Napomena: Za komleksni broj z = ~1-ix/3 biuzimali ugao od 240’

v) z=-1 Pazi: Ovo mozemo zapisatii kao z=—-1+0i
Dakle:
x=-1y=0 ry
x -1
@ =180
p=r >
180" X

Zasto smo uzeli 180 stepeni?
Tangens ima vrednost 0 za 0° | 180°
Ali, posto nam treba negativan cosinus , uzimamo180°

z=r(cos@+ising)

z=1-(cosz+isinrx)

|z=cos7z+isin7z|

Napomena:

Da smo recimo prebacivaliz =1 u trigonometrijski oblik , dobili bi :

z=1je z=cos0+isin0




g) z=i ili z=0+li=x=0,y=1

F=~N0+12 =1

z=r(cos@+isin@)

Igp=—= T .. T
0 Z=C0S—+isin—
2 2
_T
¢ 2
Napomena:

Da smo recimo imali da prebacimo z =-i imali bi:
z=0-1i=x=0,y=-1

r=~0"+1’ =1

-1
t =—=—00
g9 0

(0:7

Pa bibilo z=-i je z:cos%ﬂ'sin%

Pogledajmo sliku:

30

v

270" tg = =




Cesto se u zadacima radi lakieg re3avanja koristi Ojlerova formula:

" = cos x +isin x|

Primer: Napisati brojeve:

a)l

b)i

v) -2

preko Ojlerove formule.

Resenje:

Savet: Ovde uvek dodajte periodi¢nost!
a)z=1 1, x=1,y=0

r=A1"+0" =1

tggo:%:O:mo:O”

z=r(cos(@+2krm)+isin(ep+2kr))
z=1-(cos(0+2kr)+isin(0+2kr))

Dakle: 1=cos2kz +isin2kz, paje zamenomu e" =cosx+isinx gdeje x=2kx
lzeka'
keZ

b) z=i = z=0+li = x=0,y=1

rz\/x2+y2 :\/02+12 =J1=1

wo=2 =l wmp"T
50 x 0 ¢ 2
z=r(cos(@+2kx)+isin(p+2kr))

z= cos(% +2kx)+ isin(% 4+ 2kx)

Dakle i= cos(% 1+ 2k7)+ isin(% +2kx)

Paje i=e



v) z=-2=2-(-1)=
-1 smo nasli u proSlom primeru:

—1=cos(m+2kx)+isin(x+2kr)
—2 =2[cos(z + 2kx) +isin(rr + 2kx)]

Znaci

_2 — 2e(lr+2k7[)i

_2 — 26(2k+1)m‘

keZ

Profesori ¢esto vole da pitaju decu da nadju vrednosti 7 .
Kada znamo Ojlerov zapis, to nije tesko.
U jednom prethodnom primeru smo nasli:
Er2knyi
i=e?
keZ

Onda je:

)

Er2kn)i ;
i'=(e?

Znamo pravilo za stepenovanje  (a”)" =a™

) E2kn)i

i'=e?

P 12 .o
i'=e ? Inamo daje i* =-1
keZ

Ako uzmemo k=0, bi¢e:




Mnozenje i deljenje kompleksnih brojeva v trigonometrijskom obliku

Neka su data dva kompleksna broja u trigonometrijskom obliku:

z, =1 (cos @, +ising,)

z, =1 (cosg, +ising,)
Ondaje:
22, = -1y [cos(p, +,) +isin(p, +,)]

z n /' si
—L =L[cos(p, —p,) +isin(p, —9,)]

Z n
Primer: Dati su kompleksni brojevi:
z, = 4ﬁ(cos%+isin%)

\/5 3z

z ——(cos3—7[+isin—)
P2 4 4

Nadiji:

a) z -z, b) A
Z

Resenje:

q)

2z, =42 -ﬁ[cos(£ REL isin(£+3—7[)}
2 4 4 4 4

= 4[cos 7w +isinz]
=4[-1+0]
=—4

b)
z, 42

—=— cos(£—3—ﬂ)+isin(£—3—ﬂ)
z, 2 4 4 4 4

2
= 8|:COS(— %) + isin(—%)} =8 [cos(%) —1i sin(%)}

8[0—i-1]=—-8i



Stepenovanje kompleksnog broja

Neka je dat kompleksni broj z =r(cos@+ising). Ondaje |z" =r"(cosng +isin ny)

Ako kompleksni brojima modul 1, tj. ako je r=1 onda je:
zZ=Ccos@+ising
z" =cosnp+isinngp - Moavrov obrazac

Primer

a) Nadji z° akoje z = 2(cos-— +isin--)
18 18

b) Nadji z* ako je z=l—£i
2 2

Resenja:

a)

z= 2(cos£+ isinz)
18 18

2% =2°(cos6- = +isin6--)
18 18
26 =2%(cos = +isin 2
3 3

NE]

20 = 64(% + i73) =32(1+i4/3)

Ovde moramo najpre prebaciti kompleksni broj u trigonometrijski oblik.

1

X=—
2 I R T
\/§ =>r= (2) +( 2) = 4+4_1

2
3
tg(pz%—>tg(p:T2:tg(p=—\/§:(p:—6O” :—g

2



Zasto ovajugao iz IV kvadranta?

Zato sto nam treba da je kosinus pozitivan a sinus negativan!

3

Da je obrnuta situacija, recimo za z = —% + Ti uzeli bi ugao od 120 stepeni!

odnosi se
na cos

120
A y

v

- 60

Da se vratimo na zadatak:

z=r(cos@+isin@)

odnosi se
na sin

z= 1(cos(—%)+isin(—§)) Pazi: cosx je parna a sinx heparna funkcija

T .. T
Z=C0S——isin—
3 3

Sad upotrebimo Moavrovu formulu:

20 200 .. 207 20 187
z¥ =cos—— —isin—— - pazi——=—"+
3 3 3
20 2 .. 27w
z” =cos— —isin—
3 3

20 :_l_iﬁ
2 2
z”:—%(m\/?)

2 2 2w

2 e+t =t

3 3 3

10



Korenovanje kompleksnih brojeva:

Neka je dat z =r(cos@+isin @)

Tada je:

4/_=w=4/;(cos¢+2kﬂ+isin¢+2kﬂ)
n n

k- vzima vrednosti od 0 do n-1.

Sve vrednosti n-tog korena broja z, nalaze se na kruznici poluprecnika Wr .
Argumenti tih brojeva (vrednosti korena) Cine aritmeticki niz sa razlikom d =—
n

Primer

Izracunati:
Q) Vi
b) ¥-1

Resenja:

a) Kao §to smo vec videli :

. N 4
[ =C0oS—+isin—
2 2

Primenom formule ¥z = 4/;(005 ¢+ 2kx +isin ¢+2kﬂ) gde je n=3 imamo
n n

2 2kn 2 ¢ 2kr
i =cos2 3 +isin-2 3 gde k uzima vrednosti: k£ =0,1,2




Z40 Z40

w, = cos2— +isin
3

T ..
W, =cos—+isin—
6 6

2 2
Za k=1
—+2r E+27z
W, = cos +lSll’12
S .. Sx
W, = cos— +isin—
6 6
REIN
' 2 2
Za k=2
—+4r Uy
W, =CO0S +zsm2

Or .. 9«
w, :COS?-FZSIII?

W, =—i

Geometrijski gledano , w,,w,,w, su femena jednakostraniCnog tfrougla na kruznici

poluprecnika r =3/1 =1sa centromu 0 kompleksne ravnil
AY

.
N7

W,
-1




b) -l=cosz+isinz r=Leo=rx

Q/—_l = CO0S i +62k7[ +isin i +62k7[

k=0,1,273,4)5
Za k=0
r ..x A3 1
W, =cos—+isin—=——+i—
6 6 2
Za k=1
T+2n .. m+27w
W, = COS +isin
W, =CoS—+isin— =i
2 2
la k=2
T .. w+4r
W, = COS +isin
6
st .. 5z A3 1
W, =cos— +isin—=———+i-—
6 6 2 2
Za k=3
T+6mr .. m+6r
W, = COS +1isin
I .. Iz A3 1
Wy =CcoS—+isin—=————i—
6 6 2 2
la k=4
T+8r .. w+8x
w, =Co0s +isin
6
Or .. 9« .
W, =CO0S— +isIn— = —i
6 6

13



7+107r .. 7#+10x
Ws = COS +isin

iz . 1z /3 .1
Wy =C0s——+isin— =———i—

6 6 2 2

Geometrijski gledano, w,,...,w; su temena pravilnog sestougla!l

Ay
W Wo
1 T x
W, W;
i w,
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